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PROLOGO 


El presente libro esta dirigido a estudiantes y profesores de las carreras de las areas de ciencias 
fisico-matematicas o ingenieria. Los requisitos previos para su lectura y su uso son haber estudiado 
un curso de geometria analitica y un curso elemental de calculo diferencial e integral de nivel 
bachillerato; aunque quienes carezcan de esos conocimientos podran estudiarlo parcialmente, por 
ejemplo, podran leer solo algunos capitulos o fragmentos cuidadosamente seleccionados, lo cual 
significa estudiar ciertos teoremas o incluso solo comprender los enunciados de algunos de ellos 
y estudiar sus aplicaciones, omitiendo la lectura de sus pruebas. Todo esto es posible, sin que el 
hacerlo vaya en detrimento de una aceptable comprension de las ideas matematicas esenciales. Se 
puede, pues, armar con el material de este libro, un curso de calculo para principiantes, adaptado 
a sus necesidades academicas. 

Como se expresa en el titulo mismo, se trata de un libro de calculo diferencial e integral, pero 
tambien de sus fundamentos, lo que significa que en este se establecen las propiedades importantes 
de las funciones continuas, las cuales le dan sustento al calculo. Asimismo, se prueban con detalle 
los resultados acerca de la derivada y la integral, desde los mas simples hasta los mas complicados 
o de gran relevancia, para lo cual se requiere de una aceptable dosis de rigor matematico. 

Con una seleccion adecuada de temas, el libro tambien puede usarse en los cursos de calculo 
de ingenieria o estudiar se con plenitud en una carrera de ciencias fisico-matematicas. Las institu- 
ciones de nivel universitario cuyos estudiantes posean conocimientos previos de calculo, adqui- 
ridos en el bachillerato, y sus programas de estudio pretendan introducirlos a los fundamentos 
del mismo, podran hacer una seleccion de contenidos del libro que se adecue a sus programas de 
estudio. 

De igual modo, el autor espera que el libro tambien sea de interes para los lectores con cono- 
cimientos de calculo que aspiren a una solida formacion matematica o para las instituciones que, 
desde un principio, proporcionan a sus estudiantes una formacion matematica de ese corte. Sin 
duda, este libro resultara de gran interes para los profesores que ensenan calculo en nivel univer- 
sitario, pues aqui encontraran todas las demostraciones de los principales resultados del calculo, 
en particular las que suelen considerarse complicadas y que por lo regular se omiten en obras 
similares. En suma, el libro se ofrece a un amplio publico y es una opcion para quienes deseen 
iniciarse en el arte de la demostracion matematica. 

Cabe destacar que a lo largo de la obra se presentan algunas reflexiones sobre situaciones 
especiales en las que aun el lector experimentado quiza no haya reparado y que con seguridad le 
resultaran de gran interes. Varias de estas reflexiones son resultado de la experiencia que el autor 
ha acumulado con sus estudiantes en el transcurso de mas de 38 anos de practica docente en la 
carrera de ciencias fisico-matematicas de la Escuela Superior de Fisica y Matematicas del Instituto 
Politecnico Nacional, y tambien de la experiencia obtenida en su permanente y constante relacion 
con profesores de matematicas, tanto de bachillerato como de nivel profesional, que participaron 
en diversos programas de posgrado, formacion y actualizacion que el Departamento de Matema- 
tica Educativa del Centro de Investigacion y de Estudios Avanzados ha ofrecido por mas de tres 
decadas a profesores de matematicas de esos niveles en el pais. 

Al planear y escribir este libro, el autor puso especial cuidado en la organizacion de los temas, 
los conceptos y los resultados, siempre teniendo en mente el orden logico de los mismos, pero 
considerando a la vez que resultasen didacticos y utiles en el desarrollo de la teoria y sus apli- 
caciones. Para ejemplificar lo anterior refiramonos a las funciones exponenciales y el logaritmo 
natural. Es comun que en un tratamiento riguroso del calculo estas funciones hagan su apari- 
cion despues de haberse presentado el concepto de integral definida. En un acercamiento donde 
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primero se estudia la derivada y despues la integral, la construction de estas importantes fun- 
ciones, basada en la integral definida, resulta un poco tardia y desventajosa. La ausencia de estas 
funciones en el momento de presentar las definiciones y los resultados sobre la derivada y la inte- 
gral, limita y empobrece la ilustracion, ejemplificacion o aplicacion de los mismos. Sin estas fun- 
ciones y las funciones trigonometricas, solo dispondremos de la familia de funciones constituida 
por las polinomiales, racionales o algebraicas en general. En el caso de las funciones trigonome- 
tricas, hemos sacrificado el rigor al construirlas, pues para tal efecto utilizamos recursos geo- 
metricos, en especifico el muy conocido circulo trigonometrico, debido a que carecimos de una 
alternativa de construccion y, por tanto, recurrimos a este recurso. De cualquier manera, el obje- 
tivo es una buena justificacion: disponer de las funciones trigonometricas tempranamente en el 
estudio del calculo diferencial e integral. Esto incremento nuestro potencial para aplicar la teoria 
a casos interesantes. Para el caso de las funciones exponencial y el logaritmo, corrimos con mejor 
suerte, tuvimos exito en salvar la construccion clasica a traves de la integral, no es que esta cons- 
truccion sea incorrecta, por el contrario, es rigurosa, simple y elegante, pero en nuestra opinion 
no resulta nada didactica. Con esa construccion, ciertamente se definen con rigor las potencias a b 
con a > 0 y exponente b cualquier real, en particular la funcion exponencial e x , pero dista mucho 
de ser una construccion natural, ademas de que al hacerlo a traves de la integral se sacrifica su 
conocimiento oportuno, ni siquiera nos permite usar tempranamente la funcion potencia x r cuan- 
do r es un real arbitrario, asi que tenemos que limitarnos a exponentes enteros o racionales. 

En este libro, la construccion de la funcion exponencial a x , en particular la de e x , la hacemos 
en el capitulo 5. La exponencial para exponentes irracionales se obtiene como resultado de apro- 
ximaciones de exponenciales con exponentes racionales, son limites de este tipo de expresiones. 
En este acercamiento, la exponencial para exponentes irracionales resulta una extension natural 
de la exponencial con dominio en los racionales. Para hacer esto, requerimos de propiedades de 
la exponencial definida solo para exponentes racionales y un poco sobre sucesiones y sus limi- 
tes, esta fue una de las razones para presentar las sucesiones y las series casi al inicio del libro. 
Las propiedades establecidas para el dominio de los racionales, culminaron, via limites, en una 
construccion precisa de la exponencial definida para todos los reales. Valio la pena el esfuerzo, 
pues redundo en el conocimiento temprano de estas importantisimas funciones del calculo. 


ACERCA DE LA OBRA 


A continuacion, comentaremos el contenido de los capitulos, el orden de los mismos y la razon 
de su existencia. 

El capitulo 1 esta dedicado a los numeros reales. Uno de sus objetivos es que el lector conozca 
en que consiste este sistema de numeros y que empiece a enterarse del importantisimo papel que 
juega en la construccion del calculo. Esto ultimo solo se apreciara despues de avanzar en la teoria 
y estudiar los capitulos 2, 3 y 5, que se refieren a las funciones y su continuidad. Las propiedades 
del sistema de los reales, en particular su continuidad, son las que le dan sustento al calculo, ya 
que son indispensables en su desarrollo, comenzando por las definiciones. Este principio, pos- 
tulado o propiedad, como quiera llamarsele, es la esencia de la continuidad de las funciones, 
concepto indispensable en la fundamentacion del calculo. Las propiedades de las funciones con- 
tinuas en intervalos cerrados y acotados, que se heredan de la continuidad de los reales, permiten, 
por ejemplo, probar la existencia de la integral para este tipo de funciones. En la construccion del 
calculo, la continuidad empieza a ser importante desde que establecemos las reglas simples de 
derivation. 

Antes de que Richard Dedekind escribiera sus Ensayos sobre la teoria de numeros , la continuidad 
de los reales se concebia solo a traves de su representacion en lo que ahora llamamos "la recta 
real", la cual esta dotada de una continuidad geometrica ideal. Esta representacion era la que 
daba sentido a la continuidad de los reales. Sin embargo, todavia en los cursos poco rigurosos de 
calculo, suele manejarse la continuidad de los reales de esa manera. Dedekind fue el primero en 
percatarse de la necesidad de formular en un contexto puramente aritmetico esa continuidad. 

En nuestro acercamiento, hemos evitado presentar a los reales como un sistema axiomatico, 
en donde a partir de un numero mmimo de propiedades, que se aceptan como postulados, es 
posible deducir la totalidad de ellas. Tambien consideramos poco pertinente hacer una construc- 
cion teorica de los mismos, pues este tema queda fuera de los objetivos de este libro. En cambio, 
adoptamos un acercamiento simple: asumimos que por parte del lector hay plena familiaridad 
con las propiedades algebraicas de los reales (por tanto, no nos ocupamos de ellas), despues es- 
tablecemos las propiedades basicas de las desigualdades y finalmente formulamos el postulado 
de continuidad de los reales, el cual se establece en el capitulo 4 (que trata sobre sucesiones y sus 
limites), su enunciado corresponde a lo que se conoce comunmente como teorema de Weierstrass, 
en el que se afirma que toda sucesion creciente y acotada superiormente es convergente. Esta pro- 
piedad de las sucesiones, que aceptamos como verdadera sin cuestionamiento alguno, es la que 
utilizamos en la construccion del calculo. Con esto nos adherimos a la afirmacion de Dedekind, 
en el sentido de que esta propiedad de las sucesiones, o cualquiera equivalente, puede usarse 
como postulado de continuidad de los reales. El adoptar el teorema de Weierstrass como postula- 
do de continuidad de los reales nos obligo a elaborar demostraciones basadas en esta formulation 
particular de continuidad. 

En los capitulos 2 y 3 se presenta al concepto de funcion y los diferentes tipos de funcio- 
nes que se trabajan en calculo y que se denominan funciones elementales. Se trata de un nombre 
propio que se reserva para aquellas funciones que se construyen con las operaciones aritmeticas 
(suma, resta, multiplication y division) y la composition de funciones, aplicadas en cualquier 
numero a las funciones algebraicas (incluyendo las polinomiales y racionales), exponenciales, 
logaritmos, trigonometricas y sus inversas que son las funciones arco. Las funciones elementales 
son casi todas las que se estudian en calculo, y su clara identification permite, por ejemplo, pre- 
cisar el hecho de que es imposible expresar ciertas integrales en terminos de estas, lo que algunas 
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veces se expresa con frases como "integrates que no pueden calcularse". Los capitulos 1, 2 y 3 se 
recomiendan para todos los estudiantes: principiantes, intermedios y avanzados. 

El capitulo 4 esta dedicado a las sucesiones y a las series. Es rico en resultados y criterios de 
convergencia, tanto para sucesiones como para series. Los estudiantes que cursan calculo por pri- 
mer a vez pueden prescindir de su lectura. A su vez, los estudiantes de ingenieria pueden leerlo 
parcialmente. 

El capitulo 5 es de especial importancia, ahi se desarrolla la teoria sobre limites de funciones, 
para lo cual se aprovecha la teoria sobre limites de sucesiones presentada en el capitulo 4. La de- 
finicion precisa y rigurosa de la funcion exponencial a x y en particular e x para todos los reales, se 
establece en este capitulo, cuando ya se han desarrollado ciertas herramientas matematicas, como 
el concepto de limite de sucesiones y sus propiedades. Hacia el final de este capitulo, se enuncian 
y prueban los tres teoremas notables para funciones que estan definidas y son continuas en inter- 
valos cerrados y acotados: 

1) el teorema que establece que toda funcion continua en un intervalo de este tipo es unifor- 
memente continua, 

2) el teorema de Weierstrass, el cual afirma que toda funcion continua alcanza un valor maxi- 
mo y uno rnmirno, y 

3) el teorema del valor intermedio. 

Los tres teoremas son fundamentales en el calculo diferencial e integral. Esta seccion, que es 
la ultima del capitulo 5, se recomienda para los estudiantes intermedios o avanzados que se esan 
formando en escuelas de matematicas. Para el caso de los cursos de calculo de las carreras de in- 
genieria sera suficiente que los estudiantes entiendan los enunciados de los tres teoremas notables 
y que aprendan a aplicarlos, para lo cual se recomienda que estudien los ejemplos y resuelvan los 
problemas correspondientes que se presentan al final del capitulo. Por su parte, los estudiantes que 
se inician en calculo pueden omitir esta seccion. 

En el capitulo 6 establecemos el concepto de derivada, uno de los dos mas importantes del calcu- 
lo. La derivada se define como el limite de razones de cambio, con el que se crea el concepto de 
razdn de cambio instantanea. La derivada como pendiente de una recta tangente es una interpretacion 
y no es el concepto mismo. La razon de cambio instantanea puede interpretarse como la pendien- 
te de una recta tangente, pero tambien pueden asignarsele otros significados fisicos o de diferente 
naturaleza, como lo hacemos en los ejemplos. El capitulo 6 es obligatorio para todos los lectores, 
sean principiantes, intermedios o avanzados. Sin embargo, se recomienda que los principiantes e 
intermedios omitan el estudio de las pruebas de los teoremas: regia de la cadena y derivada de la 
funcion inversa. Por su parte, para los estudiantes de ingenieria estas pruebas son optativas. Ade- 
mas, si los detalles tecnicos de la prueba de la formula para la derivada del cociente de dos fun- 
ciones causan alguna dificultad, esta tambien puede ser omitida por quienes estudien una carrera 
distinta a la de matematicas, en ese caso sera suficiente que se comprendan la ideas esenciales de 
la misma. 

El capitulo 7 esta dedicado a los teoremas mas importantes del calculo diferencial. Estos son 
los teoremas del valor medio: el de Rolle, el de Lagrange y el de Cauchy. Tambien se incluyen 
algunas de sus consecuencias como son los teoremas de Taylor y la conocida regia de LHospital 
para calcular limites de funciones que conducen a expresiones indeterminadas de la forma % 
e f . Este es un capitulo sumamente importante, pues de los teoremas del valor medio se des- 
prenden una variedad de resultados del calculo que son reveladores del comportamiento de las 
funciones o que tienen utiles aplicaciones, por ejemplo, los criterios para maximos y mmirnos. 
Las demostraciones de los teoremas del valor medio son simples y accesibles para todos los 
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estudiantes. Los estudiantes de ingenieria pueden omitir las demostraciones de los otros teore- 
mas del capitulo, pero se recomienda que estudien las de los teoremas del valor medio. En todo 
caso, es importante comprenderlos y aplicarlos, pues constituyen un enorme potencial para el 
estudio de las funciones. 

En el capitulo 8 se abordan diversas aplicaciones de la derivada. Este capitulo se recomien- 
da a todos los estudiantes, principiantes o avanzados, pues ahi se desarrollan diversos ejemplos 
de sistemas que se modelan con la derivada, los cuales muestran las diferentes interpretaciones 
que puede tener la misma. La derivada es el recurso por excelencia para modelar fenomenos donde 
hay variables que cambian unas respecto de otras; es un concepto poderoso para las aplicaciones. 

En el capitulo 9 se estudia el segundo concepto mas importante del calculo: la integral defi- 
nida, a la cual llamamos con el nombre simple de integral. La interpretation como area de una 
region es solo una de las interpretaciones utiles que tiene la integral y que utilizamos para in- 
troducirla. La construction o definicion de la integral la hacemos con todo rigor a traves de las 
sumas de Riemann. Una de las demostraciones que presentamos es la de la existencia de la inte- 
gral para funciones continuas, la cual suele omitirse en libros similares. Ponemos a disposition 
de los profesores esta demostracion, la cual se basa en la continuidad uniforme de las funciones 
continuas en intervalos cerrados y acotados. Sin embargo, puede omitirse en los cursos de calculo 
de ingenieria o incluso en los de algunas carreras de matematicas, que por su nivel de dificultad 
corresponde a cursos de semestres posteriores. 

En el capitulo 10 se presenta el teorema mas importante del calculo diferencial e integral: el 
teorema fundamental del calculo. Este es el recurso por excelencia para calcular integrales, ademas 
de que tambien pone de manifiesto el papel relevante que juegan las primitivas o las antideriva- 
das de funciones en calculo. Se trata de un concepto notable, pero no el de mayor importancia en 
calculo. En torno a este se hace una amplia discusion, en particular sobre la relation que guardan 
todas las primitivas de una funcion en un intervalo dado, lo que conduce a la llamada constante 
de integracion. Debido a su importancia, dedicamos todo el capitulo 11 a desarrollar tecnicas 
para encontrar primitivas, las cuales reciben el nombre de metodos de integracion. Los cursos ele- 
mentales de calculo integral suelen iniciar con las tecnicas para calcular primitivas, que tambien 
se llaman integrales indefinidas, de hecho dedican una buena parte del tiempo a esos metodos, 
sin que quiza quede claro el lugar que ocupan las primitivas en el calculo integral. Los metodos 
de integracion simplemente permiten hallar primitivas de funciones, las cuales sirven para apli- 
car el teorema fundamental del calculo. 

Finalmente, el capitulo 12 aborda las aplicaciones del calculo integral. Existe una amplia varie- 
dad de situaciones en donde se aplica la integral; entre estas destacan el calculo de areas de regio- 
nes en el piano, que por lo comun utilizamos para motivar su definicion, aunque tambien se aplica 
a la obtencion de volumenes y areas de solidos de revolution, que se generan al rotar una curva 
alrededor de un eje. Otra de sus aplicaciones es la determination de longitudes de curvas. Algunas 
que tambien son importantes se refieren al calculo de trabajo realizado por una fuerza, determina- 
cion de centroides, tanto de cuerpos solidos como de curvas. Este capitulo y el 8, se recomiendan a 
todos los estudiantes, un curso de calculo sin estas aplicaciones seria incompleto. 

Ademas de mostrar la utilidad practica que tiene el calculo diferencial e integral a traves de 
los diversos ejemplos presentados a lo largo del libro y de los desarrollados en los capitulos 8 y 
12, otro de los objetivos del libro es contribuir a que el estudiante adquiera una formation solida 
en matematicas que apunte hacia un pensamiento analitico, caracteristico e indispensable en todo 
cientifico o ingeniero. Este objetivo en nada se contrapone con el objetivo de que el estudian- 
te adquiera ciertas destrezas algoritmicas, por ejemplo en la aplicacion de las reglas de deriva- 
tion y metodos de integracion. Tambien es conveniente que el estudiante se involucre en el uso 
de las computadoras, a las cuales hacemos referenda en diversas ocasiones. Es una fortuna que 
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vivamos en una epoca en la que es relativamente facil disponer de este poderoso recurso. Hay 
una variedad de programas para computadora capaces de realizar rapidisimos calculos numeri- 
cos, extraordinarios calculos simbolicos y construir hermosas graficas. Debido a todas estas cuali- 
dades, las computadoras incrementan nuestro potencial de descubrimiento y aprendizaje, ade- 
mas de que nos permiten encontrar respuestas a preguntas que en ocasiones nos planteamos 
sobre situaciones que, aun con los recursos analiticos de las matematicas, son dificiles de hallar. 
El libro ofrece muchas oportunidades para usar esta tecnologia electronica, de hecho la solucion 
de casi cualquier problema de este libro puede obtenerse con la ayuda de la computadora, sin 
embargo, la tecnologia computacional debe utilizarse como ultimo recurso o para verificar los 
resultados producidos por nuestros conocimientos, y no debe usarse para hallar una pronta res- 
puesta, pues siempre sera mejor para desarrollar nuestro intelecto anteponer la reflexion. Muchas 
veces lo interesante no es hallar la respuesta sino el procedimiento para hallarla. 
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Sotero Prieto Rodriguez (1884 — 1935) 


Destacado ingeniero mexicano. Nacio en Guadalajara, Jalis- 
co, hijo del ingeniero minero y profesor de matematicas 
Raul Prieto Gonzalez Bango y de dona Teresa Rodriguez 
de Prieto. En 1901 termino sus estudios en la Escuela 
Nacional Preparatoria y en 1906 concluyo la carrera de 
ingenieria civil en la Escuela Nacional de Ingenieros, de 
la cual nunca obtuvo su titulo. 

Durante mas de un cuarto de siglo se desarrollo 
como profesor de matematicas en la Escuela Nacional 
Preparatoria y en la Escuela Nacional de Ingenieros, 
donde influyo en la formacion de ingenieros y licencia- 
dos en ciencias exactas. 

Por su destacada labor en la ensenanza de las mate- 
maticas y fisica, don Sotero Prieto Rodriguez fue consi- 
derado siempre como un gran maestro, que contribuyo 
de manera importante en la formacion de una impor- 
tante generation de destacados profesionistas, de entre 
quienes destacan Alfonso Napoles Gandara, Manuel 
Sandoval Vallarta, Vicente Guerrero y Gama, Enrique 
Rivero Borrel, Nabor Carrillo Flores, Javier Barros Sierra, 

Alberto Barajas, Roberto Vasquez, Efren Fierro, Carlos 
Graeff Fernandez, Jorge Quijano, Manuel Lopez Aguado y 
muchos mas. 

Los cientificos e ingenieros distipulos del maestro Sotero Prieto 
consolidaron la certidumbre del gran maestro de que las ciencias matematicas y fisicas son fun- 
damentales en cualquier ingenieria. 

Respecto a la influencia que Sotero Prieto ejercio en la instauracion de la matematica y la fi- 
sica en Mexico, Alberto Barajas comenta: "Sotero Prieto es indudablemente el maestro al que se 
debe el desarrollo moderno de las matematicas y la fisica". Tambien, como dijese Eli de Gortari, 
en 1980, Sotero Prieto fue el precursor de la intensa actividad matematica que existe hoy dia en 
Mexico. 
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Introduccion 

^Por que iniciamos nuestro estudio de calculo diferencial e integral con los numeros reales? La 
respuesta es que los numeros reales constituyen la base sobre la cual se sustenta conceptual y 
practicamente el calculo diferencial e integral. Sin los numeros reales no podriamos hablar de los 
principales objetos y conceptos matematicos en esta materia. Nosotros no estudiaremos los nu- 
meros reales con la profundidad que se requiere para hacer un tratamiento riguroso del calculo, 
sin embargo si revisaremos aquellas ideas y propiedades mas importantes que nos permitiran 
comprender, manejar y probar sus principales resultados. 

Desde que cursamos nuestros estudios de bachillerato estamos familiarizados con los nu- 
meros reales, aunque podriamos decir que nuestro primer contacto con ellos se remonta a la 
primaria, cuando aprendimos, primero a contar con los numeros naturales y despues a aplicar 
los algor itmos de la adicion, la multiplicacion y la division con enteros o numeros decimales. 
Tambien fue en la primaria donde conocimos un famoso numero real cuando aprendimos la 
formula C = Ittt, para calcular la circunferencia de un circulo; donde r es el radio del circulo y 
7 t una constante, un numero real cuyo valor siempre recordamos como 3.1416. Dado que 2 r es 
el diametro del circulo, es posible describir la formula para la circunferencia C = 2ttt como: la 
circunferencia es igual al producto que resulta de multiplicar 7r por el diametro. 

Pero, ^que es 7 r? Con seguridad leimos su definicion clasica en nuestros libros de texto de la 
primaria, la cual dice que it es la razon que hay entre la circunferencia de un circulo y su diame- 
tro, es decir 7r = ^r. La formula del perimetro de un circulo no es otra cosa que la misma defini- 
cion de 77, pareciera entonces que el unico circulo interesante en la definicion de 77 y la formula 
para la circunferencia fuera el circulo vicioso: la circunferencia es 77 veces el diametro y, por 
definicion, it es igual a la razon de la circunferencia al diametro. Independientemente de esta 
extraria situacion de prioridades, tenemos una definicion de 77 de naturaleza geometrica, pero no 
una aritmetica. Es en el contexto del calculo, donde podemos hacer una definicion aritmetica de 
77 , o debieramos decir una definicion analitica, no podemos hacer una definicion de 77 con recur- 
sos puramente aritmeticos. 

Como el diametro "cabe" cerca de 3.1416 veces en la circunferencia, 7 7 es aproximadamente 
3.1416; pero, este no es su valor exacto. Tratando de mejorar la aproximacion de 77, algunas ve- 
ces acudimos a 3.14159 y quiza lleguemos a escribir que 77 = 3.14159. . . para indicar que todavia 
pueden escribirse mas decimales si deseamos tener mejores aproximaciones. 



7^ 

I « /h Sumatorias infinitas 

^Que significan los puntos suspensivos en la expresion decimal 7 7 = 3.14159. . . y en otras ex- 
presiones numericas? La interpretation que hemos dado a estos puntos, corresponde a lo que 
podemos leer en el diccionario de la Real Academia Espariola: "signo ortografico (...) con que se 
denota quedar incompleto el sentido de una oration...". Para el caso particular 7 7 = 3.14159. . ., 
por ejemplo podemos plantear preguntas como: ^cuantos decimales faltan por escribir?, ^cuales 
son esos decimales? En una section posterior de este capitulo, dedicada a 77, estudiaremos un 
poco acerca de su interesante historia y como la humanidad siempre tuvo presente dichas pre- 
guntas. 
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3 


Es probable que durante nuestros estudios de secundaria o bachillerato nos enteramos de 
que los decimales faltantes en la expresion para el valor de rr son una infinidad. Quiza rr fue el 
primer numero que conocimos con una cantidad infinita de decimales y tambien es probable que 
nuestra segunda experiencia con este tipo de expresiones se dio cuando dividimos 3 J 1 : 

0.3333 

3}lO 
’ 10 
10 
10 
1 

El interesante fenomeno que observamos en este proceso de division, el cual consiste en la 
repetition interminable del residuo 1, nos permite continuar agregando tantos decimales como 
queramos en el cociente; esto lo expresamos acudiendo a los puntos suspensivos 

| = 0.333... 

En este caso, los puntos suspensivos tienen un significado mas rico que los puntos suspensi- 
vos que utilizamos para 77. Ahora no solo indican que hay mas digitos que estamos omitiendo, 
sino que se trata de una infinidad de decimales iguales a 3. _ 

Tiempo despues aprendimos que las expansiones decimales de \/2 y y3 se escriben (con 
puntos suspensivos) 


■Jl = 1.4142... 

S = 1.732... 

En estos dos casos, como para 7 r, los puntos suspensivos ciertamente nos mantienen en el 
suspenso, son un misterio, no sabemos con certeza lo que representan, excepto por el hecho ob- 
vio de que sustituyen a los decimales faltantes. 

Lo que representan los tres puntos suspensivos solo puede explicarse en un curso de calculo y 
no en uno de aritmetica elemental, pues para este fin se requiere el concepto de limite o algun otro 
concepto con el mismo grado de complejidad. Por ejemplo, con los puntos suspensivos podemos 
escribir 


1 = 0.999... 

Veamos que significa esto. Es bien conocido por nosotros que la expresion 0.25, significa 

a25=o+ ^ + iF 


De forma similar, el significado de la expresion decimal 1.4142 es 

4 14 2 

1 4142 = 1 + — + — + — + — 

10 10 2 10 3 10 4 

Pero, ^que significa la expresion 1.4142...? Si con ingenuidad solo trasladamos los tres puntos 
suspensivos a la sumatoria 
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1.4142 ••• = 1 + ^ + 


1 

10 2 


+ 


4 

10 3 


+ 


2 

10 4 




podemos entender que simplemente ocupan el lugar de los sumandos faltantes. Un caso sim- 
ple de lo que representan estos tres puntos, es cuando la cantidad de decimales faltantes es 
finita, pero en Calculo, la cantidad de sumandos omitidos puede ser infinita; asl, los tres puntos 
suspensivos pueden representar una infinidad de sumandos. Una sumatoria con una infinidad 
de sumandos se define a traves del concepto de lfmite. Observe con cuidado las siguientes 
expresiones 


1 

4 

S 

1.4142 

s 

1.732 

n 


2 3 

0.25 = — + — 

10 10 2 

1 . 4142 - •• = 1 + — + — + — + — + ••• 

10 10 2 10 3 10 4 

4 14 2 

1 + — + + + 

10 10 2 10 3 10 4 

1 . 732 --- = 1 + — + — + — + ... 

10 10 2 10 3 

,73 2 

1 + — + + 

10 10 2 10 3 

3 . 14159 ... = 3 4 — — + — — — + — — — + — — — 4 - — — — 4 - 

10 10 2 10 3 10 4 10 5 


14 15 9 

3.14159 = 3 + — + — + — + — + — 
10 10 2 10 3 10 4 10 s 


Notese que las relaciones 

V2 = 1.4142 

S = 1.732 
17 = 3.1416 

son incorrectas (^por que?). 

En aritmetica elemental, la operacion adicion esta permitida solo para una cantidad finita de 
sumandos; mas adelante extenderemos esta operacion a una cantidad infinita. No es facil conce- 
bir que tal operacion sea posible, quiza pensemos que la infinitud de sumandos necesariamente 
nos conduce a resultados infinitos, sin embargo es posible sumar una cantidad infinita de nu- 
meros teniendo como resultado un numero finito. A reserva de que mas adelante estudiemos este 
concepto, veamos algunos ejemplos que nos ayudaran a entender que tales sumatorias tienen 
sentido. 

Vamos a construir una sucesion de sumatorias, para esto tomemos un segmento de longitud, 
una unidad. Dividamoslo en dos partes iguales y tomemos como primer sumando una de ellas. 
Ahora, la mitad restante del segmento la dividimos en dos partes iguales. Cada una de estas 
partes tendra una longitud de j. Tomemos una de estas cuartas partes como segundo sumando. 
Entonces, tenemos la suma 


1 + i 

2 4 


3 

4 
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1 

2 


0 1 
2 

1 1 
1 

2 4 


0 1 3 1 

2 4 

El segmento restante, de longitud lo dividimos ahora en dos partes, cada una de longitud 
j. Una de estas dos partes es de longitud j y constituye otro sumando 

- + - + - I 

2 4 8 8 


1 

1 

4 


0 


1 3 . 7 _ 1 

2 4 8 


Si continuamos con este proceso, obtendremos de forma consecutiva las siguientes suma- 
torias 


1 + i 

2 4 

111 

— + — + — 

2 4 8 

1111 
2 4 8 16 


3 

4 

7 

8 

15 

16 


etcetera. Podemos ver en nuestras figuras que el resultado de cada una de las sumatorias es igual a 
lo que resulta de sustraerle al segmento unitario el segmento que nos ha quedado despues de 
construir la sumatoria. Asi, la suma puede calcularse facilmente sin necesidad de realizar las 
operaciones con las fracciones. Por ejemplo, tenemos 


1 + 1 

2 4 

111 

- + - + - 

2 4 8 

1111 

- + - + - + — 

2 4 8 16 


1 

1 

1 


1 

4 

1 

8 

J_ 

16 


Entonces podemos escribir 


1 + 1 + 1 + — + — + — + — — + — — + — + - = 1 - — - — 
2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024 1024 


1023 

1024 
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El caso general se escribe 


- + - + - + ••• + — = 1 - — 
2 4 8 2 n 2 n 


2 n - 1 


En esta sumatoria general, n representa un numero natural arbitrario. Entonces tenemos una 
sumatoria con n sumandos. De la expresion para esta, concluimos que la suma siempre sera 
menor que 1 y que a medida que incrementamos el numero de sumandos se aproximara a 1 tanto 
como queramos. En simbolos escribimos 


111 
-+-+-+ 
2 4 8 


+ 


1 


1, para n grande 


Dado que para valores grandes de n, la suma "es casi 1", es posible decir que la sumatoria con 
la infinidad de sumandos es igual a 1, exactamente 1 y escribimos 

1 + I + I + ... = i 

2 4 8 

Los tres puntos suspensivos representan la infinidad de sumandos restantes. 

La expresion anterior es una definicion, una abstraccion, una extension de la operacion 
adicion de la aritmetica elemental. Ahora, nos permitiremos adicionar una cantidad infinita de 
sumandos. 

En este ejemplo particular fue posible asignar el resultado 1 a la sumatoria infinita, pues de la 
formula general 


111 

-+-+-+ 
2 4 8 


+ — = 1 - — 
r 2ji 


concluimos que 'do que le falta a la suma para ser 1" es= , lo cual es muy pequeno si n es 
grande. 

Si a la formula anterior adicionamos una unidad a ambos miembros, obtenemos una suma- 
toria cuyo primer sumando es 1. 

Ill 1 1 

1 + — + — + — + ••• + — — 2 — — 

2 4 8 2 n 2 n 

Esta sumatoria es un caso particular de lo que se llama suma geometrica. Aunque nosotros 
obtuvimos esta formula acudiendo a la interpretacion grafica, podemos deducirla sin este recur- 
so. Por ejemplo, tambien tenemos las siguientes relaciones 


1 1 1 

1 + - + — + — + 

3 3 1 2 3 3 

i + - + — + — + 

5 5 2 5 3 

1 + - + — + — + 

7 7 2 7 3 


+ 


3 " 


1 


+ J_ = 5. i _ 

5 ” 4 1 5 n+1 


3 n+1 

1 


+ ± = *\l 

7 " 6 > 


1 


Jn+l 


Para deducir estas relaciones deberemos usar la formula de la suma geometrica. Si r es cual- 
quier numero real diferente de 1 y n es cualquier numero natural, entonces 


n — 


1 


1 + r + r 2 + r 3 + ■■■ + r 


1 — r 
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Si hacemos las sustituciones respectivas r = ' , r = y r = - , obtenemos las relaciones 
anteriores, de las cuales podemos escribir las sumatorias infinitas 


1 

1 

1 


111 

+ - + — + — + 

3 3 2 3 3 

111 
+ - + — + — + 

5 5 2 5 3 

111 

+-+—+—+ 
7 7 2 7 3 


3 
2 

5 

4 
7 

6 


En conclusion, le hemos dado sentido a estas sumatorias particulares con una cantidad infi- 
nita de sumandos. 

En las siguientes secciones de este capitulo estudiaremos con cierto detalle las representacio- 
nes decimales y su relacion con el concepto de numero real. 



Numeros racionales 
y expansiones decimales 


Un numero racional es cualquiera de la forma | , donde p y q son enteros con q # 0, por ejemplo 
f , n’ y - • Es posible representar los numeros racionales en la forma ± | , donde p es entero 
no negativo (es decir, entero positivo o cero) y q es entero positivo. Cuando p es divisible por q, 
entonces p se reduce a un entero positivo, asi que todos los enteros (positivos, negativos y el cero) 
tambien son llamados numeros racionales. 

La expansion decimal de un numero racional consiste de entero a, llamado parte entera, seguido 
de un punto, llamado punto decimal, el cual a su vez es seguido de una lista o sucesion de digi- 
tos, llamados cifras decimales o simplemente decimales: 


X d-.d^d'^d^ • • • 


La expansion decimal de un numero racional, no es otra cosa que una representacion del 
numero, cuyo significado es una sumatoria de multiplos de potencias de ^ . Por ejemplo, la 
representacion 

T = 1-25 
4 

es otra forma de escribir 


5 

4 


2 3 

1 + — + 

10 10 2 


Otro ejemplo es 


5093 

2500 


= 2.0372 = 2 + 


10 2 


+ 


7 

10 3 


+ 


2 

10 4 


En general, una expansion decimal x = a.a l a 2 a 3 . . . a k , donde a es un entero y a v . . . , a k son 
digitos, significa 


d* CLj Ur, Cl, 

. . .U, = U + — — + — — — + — — — + ••• + — — — 

10 10 2 10 3 10 k 


12 3 * 


x 
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Cada uno de los decimales indica el multiple) de la potencia de la cual depende de la 
posicion que ocupe el dlgito. El digito a i en la posicion i, es el factor de la potencia . 

Un fenomeno interesante es el que ocurre con el racional § , el cual no puede escribirse en 
la forma x = a.a 1 a 2 a 3 ...a k . En este caso, recurrimos a una representation decimal con puntos 
suspensivos 

| = 0.333... 

Esta es una expresion que en el estudio de la matematica previa a la universidad solo signi- 
fica que el proceso de la division no termina, es decir, puede continuarse todo lo que se desee. 
En ese nivel, este es el unico significado de los puntos suspensivos, pero tambien se dice que la 
expansion decimal es infinita. Si queremos darle algun sentido preciso a este tipo de expresio- 
nes tenemos que recurrir a la notion de sumatoria con un numero infinito de sumandos. Las 
expansiones finitas se obtienen cuando, al aplicar el algoritmo de la division, obtenemos en al- 
gun momento residuo cero, pero cuando nunca lo alcanzamos no es posible representar el racio- 
nal en la forma x = a.a 1 a 2 a 3 ...a k (sumatoria finita). Otro ejemplo de este fenomeno es 


0.7142857 

7)5.0 

10 

30 

20 

60 

40 

50 

1 


En este ejemplo, el primer residuo que obtuvimos fue 1, mismo que volvemos a obtener 
durante el proceso de la division. Al obtener el residuo 1 por segunda ocasion, podemos adivinar 
que la secuencia se repite, y entonces sabemos lo que continuara si proseguimos con el proceso. 
Esto significa que no es posible escribir el racional f como una expansion finita. En este caso, 
como en el caso de \ , escribimos 

- = 0.714285714285... 

7 


Con los puntos suspensivos queremos decir, aunque no de manera explicita, que la cadena de 
digitos 714285 se repite infinitas veces. Como los puntos suspensivos solo representan la ausen- 
cia de decimales y no proporcionan mas information, resulta mejor option la siguiente escritura 

| = 0.714285714285 


Con la linea o testada arriba de los decimales hacemos explicita la cadena de digitos que se 
repite infinitas veces. Esta cadena de digitos se llama periodo de la expansion decimal, aunque 
tambien es posible decir, al mismo tiempo, que la expansion decimal es periodica. 

En terminos estrictos, la expresion anterior significa una sumatoria infinita. En nuestros 
ejemplos tenemos 


1 

3 

5 

7 


3 3 3 

— + — + — + ••• 

10 10 2 10 3 

^ + ^ + ^ + ^ + ^ + ^ + ... 

10 10 2 10 3 10 4 10 5 10 6 
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Para definir el resultado de una sumatoria tal se requiere el concepto de limite. Este concep- 
to es lo que hace la diferencia entre la aritmetica elemental y el calculo. 

Un hecho interesante es que la expansion decimal de cualquier numero racional positivo ^ 
es periodica, es decir, siempre tendra un periodo. Para convencernos de ello, observemos que 
si tenemos una fraccion ^ y realizamos la division qjp con el algoritmo ya conocido desde la 
primaria, tenemos dos opciones: 

• o bien, finalmente obtenemos residuo cero. 

• o en algun momento del proceso obtendremos la repeticion de un residuo diferente de 
cero. 

La repeticion del residuo es inevitable, pues tenemos solo un numero finito de posibilidades 
para el mismo. Por ejemplo, para la division 7^5 , los unicos posibles residuos son 0, 1, 2, 3, 4, 
5 y 6, asi que en el proceso de la division eventualmente se va a repetir alguno de estos resi- 
duos, que fue lo que ocurrio cuando obtuvimos la expansion decimal de \ . Otro ejemplo es la 

division 2500 j 5093 ; en este caso, los posibles residuos son 0, 1, 2, ... , 2499. Por fortuna, la repe- 
ticion de uno de los residuos aparecio tempranamente, por lo que pronto obtuvimos la expan- 
sion decimal finita = 2.0372 . 

2500 

En general, si durante el proceso de la division qj p obtenemos residuo cero, concluiremos 
el proceso y obtendremos una expansion decimal finita. Pero, si nunca se obtiene residuo cero, 
entonces durante el proceso de la division inevitablemente se repetira uno de los residuos, que 
sera un numero finito 0, 1, 2, . . . , q - 1, dando lugar a un periodo. Esto significa que 

Toda expansion decimal de un numero racional es periodica. 


Algo menos obvio y mas interesante es el hecho de que si escribimos cualquier expresion deci- 
mal con el periodo que deseemos, esa expresion sera la expansion decimal de algun racional 
positivo ^ . Por ejemplo, trate de imaginar a cuales racionales corresponden las expansiones 

0 . 666 ... = 0.6 
1 . 111 ... = 1.1 

Para explicar el metodo que nos permitira obtener el racional a partir de su expansion deci- 
mal periodica, veamos primero el caso general de las expansiones decimales finitas. Por ejemplo, 
ya hemos visto que expresiones como 7.14935 y 60384.30029 significan 


7.14935 

60384.30029 


7 + — + 

10 10 2 

60384 + + 

10 


+ 


_9_ 
10 3 

2 

10 4 


+ 


+ 


3 

10 4 
9 

10 s 


+ 


5 

10 5 


En realidad podemos escribir en potencias de 10 y de ^ : 


7.14935 = 7 + — + — + — + — + — 
10 10 2 10 3 10 4 10 5 


60384.30029 = 6 


10 4 + 3 X 10 2 + 8 X 10 + 4 X 10° + — + — + — 

10 10 4 10 s 
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De este significado general de una expansion decimal finita, es posible deducir la muy usada 
regia de multiplicacion por 10, que consiste en recorrer el punto una posicion a la derecha. Por 
ejemplo, para multiplicar por 10 el numero 60384.30029, simplemente recorremos el punto deci- 
mal una posicion a la derecha: 


10 X 60384.30029 = 10 X f 6 x 10 4 + 3 X 10 2 + 8 X 10 + 4 X 10° + — + — + — 


V 10 10 ; 10 5 

= 6 x 10 5 + 3 x 10 3 + 8 x 10 2 + 4 x 10 + 3 x 10° + ^- + -^r 


= 603843.0029 

Estas ideas, aun cuando sea a nivel intuitivo, podemos extenderlas al caso de sumatorias con 
un numero infinito de sumandos. La regia de la multiplicacion por 10, que consiste en recorrer el 
punto decimal una posicion a la derecha y que podemos justificar por completo para expansio- 
ns decimales finitas, puede extrapolarse para expansiones decimales infinitas, por ejemplo, si 



entonces 


10* = 10 X (0.333...) 




3 + 0.333... 
3.333.... 


En resumen, si x = 0.333..., entonces 10* = 3.333... La justificacion de este hecho es una 
propiedad de las sumatorias infinitas tambien llamadas series, las cuales estudiaremos en el 
capitulo 4. 

Ahora veamos, a traves de ejemplos, como podemos aplicar la regia de la multiplicacion por 
10 para encontrar el numero racional, cuando conocemos su expansion decimal infinita. La pri- 
mera aplicacion es el interesante caso de la expansion decimal infinita con periodo 9: 


a = 0.999... 


En este caso tenemos 


10a = 9.999... 


Asi que 


10a = 9.999... 
a = 0.999... 


Observemos que al restar la segunda expresion de la primera, la parte decimal que es comun 
a ambos numeros, se cancela para darnos 


9a = 9 



Por tanto, finalmente obtenemos 
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Es decir 



1 = 0.999... 


Veamos otro ejemplo, sea 


b = 0.3525252 

En este caso, el periodo es 52, pero inicia en el segundo decimal de la expansion. Para descu- 
brir la fraccion | a la cual corresponde la expansion decimal dada, aplicaremos fundamental- 
mente la misma idea que en el ejemplo anterior. Construiremos dos expansiones decimales con 
la misma parte decimal, si bien infinita sera comun a ambos numeros. A1 restar uno de estos al 
otro, obtendremos un entero, pues las partes decimales se eliminaran. Con esto, finalmente sera 
posible expresar la expansion dada como cociente de dos enteros positivos: 

b = 0.3525252 
1000b = 352.525252... 

10b = 3.525252... 

990 b = 352 -3 
990 b = 349 


De donde obtenemos 


b 


349 

990 


Con estos ejemplos es facil adivinar la estrategia que podemos seguir para hallar el racional 
cuando se conoce su expansion decimal infinita. Primero, tenemos que saber que se trata de una 
expansion decimal periodica, esta condicion es muy importante, ademas tenemos que conocer 
el periodo. Una vez que se conocemos esto, construimos dos multiplos distintos del numero 
dado, de manera que ambos multiplos tengan una expansion decimal con el mismo periodo, el 
cual debera iniciar a partir del punto decimal. De esta manera, al hallar la diferencia de ambos 
multiplos se cancela la parte decimal y se obtiene un numero entero. Esto permitira obtener el 
racional buscado. 

De lo anterior obtenemos la importantisima caracterizacion de los numeros racionales: 

V 

a) Todo numero racional ~ tiene una expansion decimal periodica, y 

b) Toda expansion decimal periodica corresponde a un numero racional. 


Aqui es importante hacer una reflexion de caracter logico. La condicion a) no afirma que los 
numeros racionales sean los unicos que tienen expansion decimal periodica, su afirmacion es 
mas debil, debido a que deja la posibilidad de que haya numeros no racionales con expansion 
decimal periodica, pero esta queda eliminada por la propiedad b). Precisamente la propiedad 

c) dice que no hay otro tipo de numeros que tengan expansion decimal periodica. Dicho de 
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otra manera, si una expansion decimal es periodica, entonces la expansion corresponde a un 
numero racional, no hay otra posibilidad. Ambas condiciones a) y b ) podemos enunciarlas a la 
vez diciendo que los numeros racionales estan caracterizados por el hecho de que su expansion 
decimal es periodica. 

Entonces, una manera de identificar a los numeros racionales es mediante su expansion. Por 
tanto, si estamos ante una expansion decimal que no es periodica, se trata de un numero que 
no es racional. Una pregunta que surge de manera natural es si los siguientes numeros tienen 
expansiones decimales periodicas 

>12 = 1.4142156... 

S = 1.7320508... 
k = 3.14159265... 

siguientes secciones despejaremos esta duda. 

Numeros irracionales y expansiones 
decimates no periodicas 

Los numeros racionales son por definicion cociente de enteros con q =£ 0; se caracterizan 
porque su expansion decimal es periodica. Por tanto, un numero cuya expansion decimal no sea 
periodica no es racional, estos numeros reciben el nombre irracionales. Entonces, los irraciona- 
les son los numeros cuya expansion decimal es no periodica o bien se puede decir que son los 
que no se pueden escribir como cociente de enteros. 

Tenemos entonces dos caracterizaciones de los irracionales: 

a) Un numero es irracional si no es posible representarlo como cociente de dos enteros. 

b ) Un numero es irracional si su expansion decimal es no periodica. 

Los numeros reales son conjuntamente los racionales y los irracionales. Asi que hay dos tipos 
de numeros reales. Dado un numero real, este puede ser racional o irracional. Todo numero real 
tiene una expansion decimal, finita o infinita. Los numeros racionales son aquellos cuya expan- 
sion decimal es periodica, esto incluye a los que tienen expansion decimal finita que constitu- 
yen casos particulares de las expansiones periodicas. Los numeros irracionales son los que tienen 
expansion decimal no periodica. 

En principio, uno puede determinar si un numero es racional o irracional observando su 
expansion decimal. Si se observa un periodo, el numero sera racional. Sin embargo, en la practica 
puede ocurrir que sea dificil observar el periodo de un numero racional, la longitud puede ser 
tan grande que no sea posible identificarlo. Por ejemplo, suponga que el periodo consiste de 
un millon de digitos, a simple vista seria imposible determinar si hay o no periodo, incluso 
puede ser dificil para una computadora. Para darnos una idea de la dimension de este problema, 
supongamos que las siguientes expansiones decimales son periodicas, trate usted de determi- 
nar un posible periodo 


En las 


14 


a = 1.5439822154398221543982215439822154398221543982215439822154398221. . . 
b = 1.27324918524791647209642534208644118524791647209642534208644118524. . . 
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Para el primer mi mere) no es dificil reconocer un posible periodo, que consiste de los digitos 
54398221 ; sin embargo, para el segundo numero no es facil identificar lo que puede ser un perio- 
do 185247916472096425342086441. 

Por otra parte, es perfectamente posible que, a partir de la expansion decimal de un numero, 
podamos concluir que se trata de un numero irracional, es decir, es posible saber que la expan- 
sion decimal es no periodica. Por ejemplo, consideremos el numero cuya expansion decimal es 

1.01001100011100001111... 

Los tres puntos representan los decimales que a continuacion describimos: despues de los 
cuatro unos, sigue un bloque de cinco ceros y cinco unos, seguido por un bloque de seis ceros y 
seis unos. En general, la expansion esta formada por bloques de n ceros consecutivos y n unos 
consecutivos. Despues de un bloque de n ceros y n unos le sigue un bloque de n + 1 ceros y 
n + 1 unos. 

Esta expansion decimal es no periodica, por lo que representa un numero irracional, pero 
podemos decir que conocemos todos sus decimales, pues es posible determinar el decimal que 
corresponde a cualquier posicion dada. Por ejemplo, aunque hemos escrito solo unos cuantos 
decimales podemos determinar el decimal que aparece en la posicion 100. Para eso, podemos ex- 
tender la lista de los decimales o hacer algo mas inteligente, como crear alguna estrategia de 
conteo, que nos permita determinar cual es el digito que aparece en esa posicion. Por ejemplo, 
agrupemos los decimales en bloques de ceros y unos, el mismo numero de ceros y de unos. 
El primer bloque es 01, el segundo bloque 0011, el tercero es 000111, y asi sucesivamente. Por 
ejemplo, el bloque 20 estara formado por 20 ceros y 20 unos. El bloque n-esimo estara formado 
por n ceros seguidos de n unos; en total esta constituido por 2 n digitos. Ahora podemos obtener 
la cantidad de digitos acumulados desde el bloque uno hasta el bloque n: 

JL + + + + 2*L = 2(1 + 2 + 4 + ■■■ + n) 

bloque 1 bloque 2 bloque 3 bloque n 

= 2 n(n + 1) 

2 

= n(n + 1) 

Por ejemplo, es facil identificar que el numero de digitos acumulados hasta el bloque cinco es 
5 • 6 = 30 y que el numero de digitos hasta el bloque 10 es 10 • 11 = 110. De aqui concluimos que 
el decimal en la posicion 110 es un uno. De igual modo se puede concluir que el bloque 10 esta 
formado por 10 ceros y 10 unos, asi que el decimal de la posicion 100 es un cero (es el ultimo cero 
del bloque 10), este cero va seguido de 10 unos. 

En muchos casos, ciertamente, los decimales de un numero irracional son desconocidos, 
a excepcion de algun numero finito de estos, pero es importante notar que el hecho de que la 
cantidad de digitos de una expansion sea infinita, no significa que todos estos sean en su totalidad 
desconocidos; en otras palabras, la infinidad de estos no se contrapone con el hecho de que pudie- 
ran ser conocidos. Asi, podemos decir que en el ejemplo anterior conocemos todos los digitos de 
la expansion, aun cuando no es periodica. Conocer todos los digitos de la expansion significa 
que en teoria es posible determinar el digito que ocupa cualquier posicion en la expansion. Trate 
de determinar los digitos que aparecen en las posiciones respectivas 1 305 y 9 742, de la expan- 
sion decimal antes dada. 

Otro ejemplo de una expansion decimal no periodica, de la que podemos decir que son 
completamente conocidos todos sus decimales, es 


d = 0.123456789101112131415161718192021. . . 


Calculo y sus fundamentos para ingenieria y ciencias 


La expansion decimal la construimos yuxtaponiendo en orden todos los numeros naturales; 
otra vez, podemos decir que conocemos todos los decimales de esta expansion, pues es posible 
determinar el decimal que corresponde a cualquier posicion dada. Quiza no sea tan simple como 
el caso anterior, pero podemos crear una estrategia de conteo que nos permita determinar el 
digito que aparece en cualquier posicion dada. 

Si deseamos averiguar si un numero es irracional podemos proceder de dos maneras, o bien 
mostramos que no es posible escribirlo como cociente de dos enteros o que su expansion decimal 
no es periodica. En general, tratar de probar cualquiera de las dos propiedades para un numero 
dado puede ser un problema dificil. 

En la siguiente seccion probaremos que V2 es irracional mostrando que no es posible escri- 
birlo como cociente de dos enteros positivos, lo cual implica que su expansion decimal es no 
periodica. Por otra parte, hoy se sabe que tt es irracional, y aunque su prueba es mucho mas 
complicada y no la veremos aqui, si nos enteraremos cuando y quien la llevo a cabo. Antes de 
que se tuviera la certeza de que tt fuera irracional, hubo muchos intentos por tratar de encontrar 
un periodo, intentando con ello probar que era racional. Por supuesto, los intentos fallaron, 
pues no existe tal periodo. Cuando revisemos un poco la interesante historia de este numero 
comentaremos acerca de la investigation que se genero por el hecho de no saber que constituia 
un numero irracional. Tambien conoceremos otro famoso numero irracional denotado por la le- 
tra e. Este numero, conjuntamente con tt, son de los mas notables de la matematica. Otro numero 
famoso es el llamado constante gamma de Euler, denotado precisamente por la letra griega y 
(gamma). Es posible aproximarse a la constante y calculando 

1 + - + - + — + ••• + — - logn 
2 3 4 n 6 

para valores grandes de n. Por ejemplo, tenemos las siguientes aproximaciones de y 


1 + 1 + 1 + ■■■ + ^~ log 10 - 0.6263831609 
2 3 10 5 

1 + l l + ••• + A - log 100 - 0.5822073316 
23 100 5 

1 + \ + l + ••• + — l— - log 1 000 - 0.5777155815 
2 3 1 000 6 

1 + \ + }- + ••• + - * - log 1000 000 - 0.5772161655 

2 3 1 000 000 6 


A continuacion mostramos los primeros 20 decimales de la constante gamma de Euler 

y = 0.57721566490153286060. 

Un problema interesante acerca de este numero es que actualmente no se sabe si es racional 
o irracional; es un problema que aun no se resuelve. Quien halle la respuesta a esta interrogante 
con certeza se inmortalizara en la historia de la matematica. 


Los irracionales V2 y >/3 

Como se anuncio en la seccion anterior, ahora probaremos que V2 es un numero irracional. La 
prueba que haremos tiene varios mensajes, sera muy ilustrativa. En primer lugar se trata de una 
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demostracion de imposibilidad matematica, la imposibilidad de representar V 2 como cocien- 
te de enteros. Que V 2 no sea representado como cociente de enteros no es cuestion de tiempo o 
de incapacidad de quienes lo han intentado, debido a que desde siempre se han encontrado ante 
una situacion donde es contundentemente imposible. Vale decir que nadie ha podido, porque 
nadie jamas podra hallar tal representacion, no es cuestion de tiempo, dedicacion o incapacidad. 
Este tipo de situaciones son comunes en matematicas y podemos referirnos a ellas como casos 
de imposibilidad matematica. Para las pruebas de imposibilidad es muy comun una tecnica de 
prueba, en la cual se utiliza el llamado razonamiento por contradiccion o la tambien llamada prue- 
ba por reduccion al absurdo. En realidad, estos dos nombres se refieren a metodos diferentes, y 
aunque la diferencia es un tanto sutil, por el momento podemos pensar que tratan de lo mismo. 

Haciendo algunas ligeras modificaciones a la prueba que vamos a presentar para V 2 , pode- 
mos demostrar que V3 y J~5 son numeros irracionales. De hecho, el tipo de argumento se puede 
utilizar para probar que todo numero de la forma -yjp es irracional cuando p no es cuadrado 
perfecto. Recordemos que un entero p, es cuadrado perfecto si es el cuadrado de otro entero. Por 
ejemplo, 16 es cuadrado perfecto pues es el cuadrado de 4, tambien son cuadrados perfectos los 
numeros 169 y 13689, ^por que? Un numero no es cuadrado perfecto si no es el cuadrado de al- 
gun entero. Por ejemplo, 2 no es cuadrado perfecto, pues no existe un entero cuyo cuadrado sea 
2, tampoco lo son 3, 5 y 6. 

Los griegos ya sabian que V 2 era un numero irracional; no lo expresaban con este lenguaje, 
pero en esencia conocian esta propiedad de V 2 . Aunque usando su lenguaje, los griegos ya 
sabian que la hipotenusa del triangulo rectangulo isosceles y cualquiera de sus catetos eran in- 
conmensurables. Que sean dos segmentos inconmensurables quiere decir que no es posible medir- 
los con una unidad comun, es decir, no es posible hallar un tercer segmento con el cual se puedan 
medir ambos segmentos dados, un segmento tal que los dos segmentos dados sean multiplos 
enteros de el. En terminos coloquiales podriamos decir que no existe un segmento que "quepa" 
un numero entero de veces en cada uno de los dos segmentos dados. La inconmensurabilidad 
del cateto y la hipotenusa en un triangulo isosceles rectangulo equivale, en el lenguaje moderno, 
a que es irracional. 


Prueba: V2 es irracional 

Probemos que no es posible escribir 'Jl en la forma 


J-2 = V - 

q 

donde q =£ 0. 

Supongamos que fuese posible tal representacion. Asi, podriamos suponer que los enteros 
p y q no tienen divisores en comun o, lo que es igual, que no tienen factores en comun. Si el nume- 
rador y el denominador tuviesen divisores en comun, podriamos simplificar la fraccion elimi- 
nando todos estos factores, obteniendo asi una como la que se esta suponiendo. Esta condicion va 
a ser muy importante en nuestra argumentation. 

Entonces, al elevar al cuadrado ambos miembros de la relation V 2 = f , obtenemos 



Por tanto 

Icj 1 = p 2 
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Esta relacion nos dice que p 2 es un numero par, entonces necesariamente p es un entero par, 
porque si fuese impar, su cuadrado seria impar. Tenemos entonces una primera conclusion, en 
la representacion \ /? 2 = f , el entero p tiene que ser par. Como p es par, lo podemos escribir 
en la forma p = 2k, donde k es un entero. Usando esta forma para p y sustituyendola en 
2q 2 = p 2 , obtenemos 


2 q 2 = p 2 
2q 2 = 4 k 2 


Por tanto 


q 2 = 2k 2 

De esta relacion podemos concluir, por un argumento totalmente similar al que usamos para 
p, que q es un entero par. Pero esto es imposible, pues contradice nuestra hipotesis de que p y q 
no tienen divisores en conuin, en particular no pueden ser ambos numeros pares. Hemos llegado 
a una contradiccion inevitable de suponer posible la relacion \!2 = j . Por lo que podemos con- 
cluir finalmente que tal relacion es imposible. Esto significa que v2 es un numero irracional. 

La prueba anterior nos permite afirmar contundentemente que, aun usando una poderosa 
computadora, es inutil tratar de hallar un periodo para V2 , este numero es irracional y por tan- 
to su expansion decimal es no periodica. 

Ahora analicemos la demostracion anterior y observemos cuales son los hechos importantes 
que utilizamos. Uno de ellos es que si el cuadrado de un entero es par entonces el entero mismo 
es par. Esto se debe al hecho de que 

• el cuadrado de todo entero impar es impar. 

Ademas, es cierto que 

• el cuadrado de todo entero par es par. 

En efecto, dado un entero n hay dos posibilidades: es par o es impar. Es decir, o bien n es de la 
forma n = 2m o es de la forma n = 2m + 1, donde m es un entero. Los pares son de la forma 2m y 
los impares son los enteros de la forma 2m + 1, con m entero. Entonces, si n es par tenemos 


n = 2m 

n 2 = 4 m 2 = 2(2 mi 2 ) 


Esto implica que n 2 es par, pues se tiene la forma n 2 = 2k. 

Por otra parte, si n es impar, tenemos 

n = 2m + 1 

n 2 = (2m + l) 2 = 4m 2 + 4m + 1 
n 2 = 2(2 m 2 + 2m) + 1 

Asi que n 2 es impar, pues es de la forma n 2 = 2k + 1. 

De lo anterior, podemos concluir que 

• si el cuadrado de un entero es par, entonces el entero es par. 
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Y tambien 

• si el cuadrado de un entero es impar, entonces el entero es impar. 

En realidad lo que nos intereso de la prueba es que dado un entero n, hay dos posibilidades 
para n : o es de la forma n = 2m o de la forma n = 2 m + 1, donde m es un entero. El nombre 
que se les asigne a los numeros de una u otra clase (par e impar) es irrelevante. Esta reflexion 
es importante, porque si deseamos probar que V3 es irracional, sera necesario mirar nuestros 
argumentos desde otro punto de vista. 


Prueba: V3 es irracional 

Supongamos que V3 pudiera escribirse en la forma 

S = v - 
q 

Como en el caso anterior, supongamos que p y q no tienen divisores en comun. Entonces, 
tenemos 


S = v - 



3 cj 2 = p 2 


Imitando la prueba anterior, concluimos ahora que p 2 es multiplo de 3, pero ique podemos 
concluir sobre p? En la prueba anterior la conclusion fue que p 2 era un par, es decir un multiplo 
de 2, de lo cual concluimos, a su vez, que p era par. Nos encontramos en la parte de la demostra- 
cion que hemos de adaptar al caso de V3 . Ahora, lo importante es saber que para todo entero 
positivo p hay tres posibilidades: 

• que p sea multiplo de 3, es decir que p sea de la forma p = 3m, 

• que p sea de la forma p = 3 m + 1, 

• que p sea de la forma p = 3m + 2. 


Es facil ver que si p es de la forma p = 3m + 1, entonces su cuadrado es de la misma forma. Por 
otra parte, si p es de la forma p = 3m + 2, su cuadrado es de la forma p = 3m + 1. En efecto, 

(3m + l) 2 = 9 m 2 + 6m + 1 = 3(3 m 2 + 2m) + 1 

(3m + 2) 2 = 9m 2 + 12m + 4 = 9m 2 + 12m + 3 + 1 = 3(3m 2 + 4m + 1) + 1 


Por tanto, si p 2 es multiplo de 3, entonces p no puede ser ni de la forma p = 3m + 1 ni de la 
forma p = 3m + 2, esto implica que p tiene que ser de la forma p = 3k. Sustituyendo esta expresion 
para p, obtenemos 

3 q 2 = p 2 
3 q 2 = (3k) 2 
3 q 2 = 9k 2 
cf = 3k 2 
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Esto implica que q 2 es multiplo de 3, luego entonces, q es multiple* de 3. Asi que p y q son 
multiplos de 3, lo cual no puede ser, pues, por hipotesis, p y q no tienen divisores en comun. 
Como esta contradiction se obtuvo a partir de la suposicion de que V3 es igual a un cociente 
^ , finalmente podemos concluir que no existen enteros positivos p y q, tales que -^3 = f . Esto 
significa que V3 es irracional. 

En la seccion de ejercicios se pide al lector que pruebe que V3 es irracional, asi pues, puede 
usar la prueba anterior, haciendo las adaptaciones apropiadas. 
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La racionalizacion de una fraccion cuyo denominador es alguna raiz, es cualquier proceso 
mediante el cual se transforma la fraccion en otra equivalente con un denominador que no ten- 
ga radicales. Por ejemplo, la fraccion A / se puede transformar como sigue 

j_ = Ji = V2 
72 7272 2 

Asi que tenemos 

J_ = 72 

72 2 

Entonces, decimos que hemos racionalizado la fraccion — = . 

Veamos otros ejemplos ^2 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


Ejemplo 3 


Ejemplo 4 


Ejemplo 5 


J_ = 73 = 73 

73 SS 3 


75 = 7577 = 735 

77 7 7 


A = 472 = 472 = 472 = 2 3/^ 

71 7172 78 2 


A = 373 = 373 = 373 = 3 /^ 

77 7777 727 3 

i = 77 + i 

77-i (77 - 1)(77 + 1) 

= 77 + i 

2-1 

= 77-i 
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Ejemplo 6 

8 = 8(75 + 1 ) 

75 - 1 (75 — 1)(75 + 1 ) 

_ 8(75 + 1 ) 

5-1 

__ 8(75 + 1 ) 

4 

= 2(75 + 1 ) 

Ejemplo 7 


277 - 3 = (277 - 3) (277 - 3) 
277 + 3 (27 7 + 3) (277 - 3) 

= (277 - 3) 2 
(2 T 7) 2 - 3 2 

= 28 - 1277 + 9 
28-9 

= 37 - 1277 
21 


Ejemplo 8 


573 + 3 = (573 + 3 ) (73 + 1 ) 

73 - 1 (73 — 1)(73 + 1 ) 

= 15 + 573 + 373 +3 
3-1 

= 18 + 873 
2 

= 9 + 473 

Ejemplo 9 

2 = 2(75 + 1 ) 

75 - 1 (75 - 1)(75 + 1 ) 

= 2(75 + 1 ) 

5-1 

= 2(75 + 1 ) 

4 

_ 75 + 1 


2 
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Ejemplo 10 

2 = 2(V7 - yfe) 

J7 +S (yl7 + S )(V7 - S) 

= 2(V7 - S) 

7-3 

= 2 (V7 - S) 

4 

= V7 - S 
2 


Numeros algebraicos 
y numeros trascendentes 

Recordemos que los numeros irracionales son por definition los que no son rationales, es decir 
los que no se pueden escribir como cociente de dos enteros. Ejemplos de numeros irraciona- 
les son \/2 , \J3 , ^5 — 1 . Los numeros e v 77 , que estudiaremos en las siguientes secciones, 
2 

tambien son irracionales. Dentro de esta vasta familia de numeros irracionales, se distinguen dos 

categorias: los algebraicos y los trascendentes. Los irracionales \l2 , \Jj , ^5 — 1 son algebrai- 

2 

cos y los irracionales e y tt son trascendentes. Los numeros algebraicos son aquellos que son 

raices de ecuaciones polinomiales con coeficientes enteros. Por ejemplo, \fl es algebraico por- 
que es raiz de la ecuacion 

x 2 - 2 = 0 



El irracional V3 es raiz de la ecuacion 


x 2 - 3 = 0 


ft _ 

El irracional ^2 i es raiz de la ecuacion 

2 


x 2 + x — 1 = 0 


Todo racional ~ es algebraico, pues satisface la ecuacion 


qx - p = 0 


Es un hecho notable que los numeros 77 y e no son algebraicos, es decir son numeros 
trascendentes. Las pruebas son un tanto dificiles y escapan a los objetivos de este libro, sin 
embargo, en una seccion posterior, se daran algunos datos sobre quienes lo probaron y cuando 
lo hicieron. 
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En la historia de la matematica, registrada desde el siglo iv a.C., en la gloriosa epoca griega, se 
consideraba, sin duda alguna, que tt era el numero mas famoso e importante. Sin embargo, en 
la matematica moderna, compite en importancia y fama con el numero e, llamado asi por su 
descubridor Leonhard Euler (1707-1783), matematico suizo, considerado el mejor de su epoca y 
uno de los mas grandes de todos los tiempos. 

La aparicion del numero tt en la historia de la matematica, puede considerarse relativamente 
simple; surge cuando se intenta establecer una relacion entre la circunferencia y el diametro de 
un circulo. Sin embargo, el numero e de Euler, hace su aparicion de una manera mas sofistica- 
da. A continuation recurrimos a un tema de finanzas para presentar el numero e. 

Supongamos que cierto capital, C, se invierte al plazo de un ano, a una tasa de interes anual 
de p%. Esto significa que, al termino del ano, el capital se habra incrementado, convirtiendose 
en una cantidad igual a la inicial invertida C mas los intereses generados en ese lapso; asi que al 
termino del plazo, el nuevo capital sera 



Por ejemplo, si la tasa de interes es de 20% anual, p = 20. Al termino del ano, el capital se 
habra incrementado en una quinta parte 



V 

Denotemos con r la fraccion • Por ejemplo, si la tasa de interes anual es de 8%, r = 0.08. 
Entonces, la expresion para el nuevo capital, al cabo de un ano, queda como 


C + rC = (1 + r)C 


El calculo anterior corresponde a lo que se llama inversion con tasa de interes simple anual. 
Una inversion con tasa de interes compuesto anual es aquella en la que el ano se divide en frac- 
ciones iguales y los intereses se calculan para una fraccion. Esos intereses generados se acumu- 
lan al capital original para dar lugar a un nuevo capital, el cual se reinvierte por la siguiente 
fraccion del ano y asi sucesivamente hasta concluir el plazo, mismo al que se ha establecido la 
inversion. Esto significa que el capital se incrementara periodicamente mientras dure el plazo 
de inversion. La fraccion del ano puede ser un semestre, un mes o un dia. Segun sea el caso, 
hablamos de inversiones con una tasa de interes compuesto capitalizable, semestral, mensual 
o diario. 

Una inversion a interes compuesto otorga mayores utilidades que una a interes simple. Aho- 
ra, cuantificaremos esas ventajas. Analicemos, por ejemplo, el caso de inversiones capitaliza- 
bles semestrales. 

Supongamos que el capital, C, se invierte a un plazo de un ano al interes compuesto, r, 
capitalizable semes tralmente. La utilidad generada durante un semestre sera la mitad de la 
utilidad generada durante el ano. Puesto que el interes anual es r, la utilidad generada durante 
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un ano es rC, por tanto, la utilidad generada durante medio ano es \ rC. Asi que al finalizar el 
primer semestre, el capital acumulado sera 


C + -C = 
2 




C 


Dado que se trata de una inversion a un plazo de un ano, el capital no se puede retirar al 
cabo del primer semestre, este debe mantenerse en inversion un semestre mas. Para el segundo 
semestre, los calculos son similares a los hechos para el primero, pero ahora con un nuevo capi- 
tal inicial, el cual es 


C 


i 



C 


Por tanto, al termino del segundo semestre, el capital acumulado sera 


C + r -C 
'•'i 2 1 


i + 4- c 


Al sustituir el valor de C a en esta expresion, obtenemos 



Asi que al termino de los dos semestres, el nuevo capital es 



Comprobemos que con un interes compuesto capitalizable semestralmente, se obtiene una 
utilidad ligeramente mayor, que con un interes simple. Con un interes simple, tenemos una utili- 
dad de rC, mientras que para una inversion con un interes compuesto capitalizable semestral- 
mente, la utilidad es 


(l + f) C - C = (l + r + ^)C - C 

= C + rC + - C 

4 

f-2 

= rC + r —C 

4 


Si comparamos las dos utilidades, inversion simple e inversion compuesta, observamos que 
la utilidad se ve incrementada en yC . 

Para fijar ideas, supongamos que la tasa de interes anual es de 100%, esto significa r = 1. En 
el caso del interes simple, el capital al termino del ano es (1 + r)C = 2C. Es decir, para una inver- 
sion con tasa de interes simple de 100%, al cabo del ano de la inversion, el capital se duplica. 
Para el caso de interes compuesto capitalizable semestralmente, el capital al termino de los dos 
semestres es 




C = 2.25 C 


2 
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Asi, resulta muy ventajosa la inversion con tasa de interes compuesto capitalizable semes- 
tralmente. Supongamos, ahora, una tasa de interes compuesto capitalizable mensualmente; como 
podemos intuir, esto todavia resultara mas ventajoso. Veamos que tanto. Que sea capitalizable 
mensualmente significa que al finalizar cada mes se calculan las utilidades generadas y se 
incrementan al capital invertido al inicio del mes. Lo que resulte se consider a como capital ini- 
cial para el segundo mes. Como la utilidad generada durante un ano es rC, la que se genera 
durante el primer mes es \ C. Por tanto, el nuevo capital al inicio del segundo mes sera 

c+ s c =( c+ ^ c H i+ s) c 


Siguiendo un razonamiento similar para los siguientes meses, obtenemos 
Capital al termino del primer mes: 


c = 1 1 + i ic 


12 


Capital al termino del segundo mes: 


C = 1 + -4- C = 1 + -i- C 


Capital al termino del tercer mes: 


12 


C = I 1 + ^ |C, = I 1 + 


12 


12 


C 


Capital al termino del cuarto mes: 


12 


C, = 1 + C, = 1 + -i- C 


12 


Continuando con este razonamiento, concluimos que la utilidad al final del mes 12 sera 

v 12 


C„ = 1 + 


'12 


12 


C 


Con una calculadora economica podemos obtener la aproximacion (aunque no el valor 
exacto) 


1 + 


12 


2.613 


Asi, al concluir el ano, plazo fijado de la inversion, el nuevo capital sera aproximadamente 

C 12 = (l + C = 2.613 C 

Ahora, la utilidad es significativamente mayor que la obtenida con la tasa de interes capi- 
talizable semestralmente. En la siguiente figura se muestra en que se convierte el capital para 
cada uno de los tres tipos de inversiones. 


simple 

C -> 2 C 

semestral 

C -> 2.25 C 

mensual 

C -» 2.613 C 
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Aplicando este razonamiento, podemos analizar el caso de una inversion con una tasa de 
interes anual, r, capitalizable cada cierto periodo, que sea la n-esima parte de un ano. De esta 
forma, al cabo de un ano, el capital acumulado sera 

1 + -1 C 
n) 


Si el interes es capitalizable cada dia, al finalizar un ano tendremos un capital de 



C 


(sin tomar en cuenta los anos bisiestos). 

Si el interes es capitalizable cada hora, el capital al termino del ano sera 


1 + 


8760 


C 


Si el interes es capitalizable cada minuto, entonces tendremos 

\365 24 60 


1 + 


365 -24-60 


C 


como capital final. 

Tomemos nuevamente r = 1, ahora tenemos 


c 

simple 

2 C 

c 

semes tral 

2.25 C 

c 

mensual 

2.613 C 

c 

dia 

— > 

2.7145674 C 

c 

hora 

2.7181266 C 

c 

minuto 

2.7182814 C 


Si el interes fuera capitalizable cada segundo, el capital final al termino del ano seria 


365-24-60-60 s x 31 536 000 

1 + — — — — | C = 1 + — d— — C 


365 • 24 • 60 • 60 


31536000 


^De que orden de magnitud es el factor? 


1 + 


31 536 000 


31536000 

El hecho de que el exponente sea muy grande no significa que este factor sea grande, ya que, 

tiene un valor 


en ese caso, la fraction 


es un numero pequeno, por lo que 1 + 


31536000 r 1 r 1 31536000 

aproximado a 1, pero mayor que este. Al ser mayor que 1, al elevarlo a un exponente grande. 
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obtenemos un numero que podemos esperar sea grande, ^pero que tanto? Ocurre un fenomeno 
muy interesante. En la siguiente tabla aparecen valores aproximados de 



para distintos valores de n. 


n 

(l + if 

n 

f 1 4- if 

V n) 

V n) 

i 

2.00000000000000 

1 000 

2.71692393223552 

2 

2.25000000000000 

10 000 

2.71814592682436 

3 

2.37037037037037 

100 000 

2.71826823719753 

5 

2.48832000000000 

1 000 000 

2.71828046915643 

10 

2.59374246010000 

10 000 000 

2.71828169398037 

20 

2.65329770514442 

100 000 000 

2.71828178639580 

30 

2.67431877587030 

1 000 000 000 

2.71828203081451 

50 

2.69158802907360 

10 000 000 000 

2.71828205323479 

100 

2.70481382942153 

100 000 000 000 

2.71828205335711 


Consideremos los valores de la cuarta columna de la tabla; observemos en esta que, a medida 
que crece el valor de n, los primeros decimales comienzan a mantenerse fijos. Por ejemplo, 
en la tabla es posible ver que los cinco primeros decimales (71828) ya no cambian a partir de 
n = 1000000. ^Sera cierto que estos decimales ya no cambiaran, aun si incrementamos ilimi- 
tadamente el valor de n? 

Podriamos pensar ingenuamente que estos decimales ya no cambiaran a medida que haga- 
mos crecer el valor de n, pero no podemos estar seguros de que asi sea; quiza podrian ir cambian- 
do todos los decimales, aunque fuese de manera muy lenta. Son estas situaciones para las cuales 
acudimos al analisis matematico. Es aqui donde requerimos conocer con exactitud como es el 
sistema de los numeros reales y como se comportan los resultados de nuestros calculos, con 
el fin de tener la certeza de que lo que estamos suponiendo esta ocurriendo. Ciertamente, los 
decimales 71828 se mantendran fijos "para siempre"; es decir, se mantendran fijos para valores 
suficientemente grandes de n, no importa cuanto hagamos crecer su valor. De hecho, los deci- 
males 71828 ya no se modifican a partir del valor n = 743325, para el cual 

1 + — - 2.7182800000001098541 
^ 743325 ) 

Un hecho interesante es que la sucesion de numeros que se genera con la expresion 
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Arquimedes (287-217 a.C.) 



Considerado el mas destacado matematico e 
inventor griego, nacio en la famosa ciudad de 
Siracusa; hijo del astronomo Fidias. Estudio 
en la Universidad de Alejandria, donde tuvo 
como maestro a Conon de Samos (uno de los 
sucesores de Euclides). 

Durante la invasion a Siracusa, Arquime- 
des invento ingeniosas maquinas para apoyar 
la defensa. A el se le atribuye la creacion de la 
catapulta de largo alcance y un sistema de es- 
pejos y lentes que concentraba los rayos sola- 
res para incendiar los barcos enemigos. 

Con sus trabajos cientificos, Arquimedes 
hizo una aportacion original a la matematica y 
a la fisica; abordan la geometria plana y del 
espacio, la aritmetica, la mecanica, la hidros- 
tatica y la astronomia, ademas de que dan 
constancia del descubrimiento de nuevos co- 
nocimientos. 

En el campo de la mecanica, Arquimedes 
establecio la ley de la palanca y es considera- 
do el inventor de la polea compuesta y del tor- 
nillo sin fin, el cual servia para elevar el agua 
de un nivel a otro. Pero, su contribution mas 
reconocida es el principio de la hidrostatica, el 
cual Neva su nombre: Principio de Arquime- 
des. Aunque no fueron menos notables sus 
trabajos acerca de la cuadratura del circulo y 
el descubrimiento de la relation aproximada 
entre la circunferencia y su diametro, la cual 
actualmente se designa con la letra griega 

7T (pi). 

Arquimedes escribio mas de 10 obras cien- 
tificas, entre las que destacan: Primer libro 
de los equilibrios, Cuadratura de la parabola, 
Segundo libro de los equilibrios, Sobre la es- 
fera y el cilindro, Sobre las espirales, Sobre 
los conoides y los esferoides, Medida del 
circulo, Arenario, Los cuerpos flotantes y El 
tratado del metodo. La ultima es una bella 
obra que muestra el gran ingenio de Arqui- 
medes. En esta es donde se anticipa a las 
ideas del calculo integral actual. 


crece conforme lo hace el valor de n, aunque tambien lo es, 
como lo probaremos mas adelante, que ninguno de estos 
numeros a n rebasa el 3, no importa que valor le demos a 
n. Basados en estos hechos, las propiedades de los reales 
nos garantizaran que la sucesion de numeros a n tiende a 
un cierto numero fijo, del cual sus primeros decimales son 
71828. Llamaremos a este numero: el limite de la sucesion 
que generamos con la expresion anterior. No es posible 
calcular el valor exacto de este, en el sentido de que no 
es posible determinar o conocer todos sus decimales. La 
existencia del limite de la sucesion esta garantizada por 
las propiedades de los numeros reales. Esta es una de las 
razones por las cuales es importante estudiar los numeros 
reales. El numero al cual tiende la sucesion de nume- 
ros a n es muy importante en la matematica y se denota por 
la letra e. 

En simbologia matematica, la definition del numero e 
se expresa como 


e = limf 1 + — 

n — >oo l Yl 

Como hemos comentado antes, el numero e fue des- 
cubierto por Leonhard Euler, quien obtuvo hasta 23 deci- 
males del mismo. 

e = 2.71828182845904523536028. 

El numero e es un numero irracional y en la actualidad 
es posible calcular una gran cantidad de decimales para 
e y otros numeros irracionales con una computadora de 
escritorio. Por ejemplo, hemos calculado 32 766 decimales 
del numero e, los cuales aparecen al margen de este libro. 

El numero e sera de gran importancia cuando estudie- 
mos funciones. 


El numero tt 

La historia de tt es interesante, fascinante, tragica y diver- 
tida. Esta asociada con diversos episodios de la historia 
del hombre. El problema para hallar el valor de esta fue 
motivo de una gran cantidad de trabajos que intentaron su 
calculo. Algunos de los trabajos sobre tt incidieron con 
fuerza en el avance y el desarrollo de las matematicas en 
general. 
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Segun los historiadores, el origen de tt se remonta a la epoca de los babilonios y los egipcios. 
Uno de los documentos que dejaron constancia de su antigiiedad es el papiro de Ahmes, tambien 
conocido como papiro Rhind o papiro de Rhind. Este documento, cuyas medidas aproximadas 
son 6 m de largo por 33 cm de ancho, se encuentra en el museo britanico de Londres y se conserva 
en buen estado. Se hallo en las ruinas egipcias ubicadas en Luxor, al centro-sur de Egipto, en el 
siglo xix y fue adquirido por el ingles Henry Rhind en 1858, de ahi su nombre. 

El papiro Rhind fue escrito por el escriba Ahmes, hacia el ano 1650 a.C.; contiene 87 problemas 
matematicos de aritmetica, fracciones, calculo de areas y volumenes, progresiones, repartos pro- 
porcionales, reglas de tres, ecuaciones lineales y trigonometria. Segun los estudiosos de este 
papiro, tambien aparece la afirmacion de que el area de un circulo es como la de un cuadrado 
cuyo lado es „ del diametro. Si traducimos esto a formulas, obtenemos que el area del circulo es 


A = 


8 . 

A 


64 • 4 

= r 

81 

- 3.16 r 2 


Asi que, hace unos 3650 anos ya se utilizaba la aproximacion r ~ 3.16. 

Hoy dia, la constante 7r se asocia al notable cientifico griego Arquimedes, quien vivio en el 
siglo n a.C. Arquimedes, tambien considerado el primer ingeniero de la humanidad por sus uti- 
les trabajos de caracter practico, en su breve, pero interesante, tratado de medida del circulo, 
prueba con gran ingenio los siguientes tres resultados acerca de este. 


a ) Todo circulo es equivalente a un triangulo rectangulo, cuyos catetos sean iguales al radio 
y a la circunferencia del circulo. 

b ) Un circulo es al cuadrado de su diametro aproximadamente como 11 es a 14. 

c) La circunferencia de todo circulo es menor que tres veces el diametro mas 1/7 del mismo 
diametro y es mayor que tres veces mas 10/71 del diametro. 

En la proposicion a), Arquimedes establece una formula para el area del circulo. De esta 
proposicion, se sigue que si r es el radio del circulo y L es la circunferencia (perimetro del circu- 
lo), entonces el area del circulo esta dada por 



Esta formula es valida aun cuando no conozcamos una para calcular la circunferencia 
L. Cualquier formula para L dara una formula para el area del circulo. Si asumimos que la 
circunferencia esta dada por L = div = Trir, entonces obtenemos la formula del area del circulo 
en terminos de tt: 

\rl — nr 1 
2 

Por otra parte, de la proposicion b) obtenemos que si el circulo es de radio 1, entonces su area 
es 77, y esta area es al cuadrado de su diametro d = 2r = 2, aproximadamente como 11 es a 14, es 
decir 
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n _ 11 
2 2 14 


O sea 



Con lo que obtenemos la famosa aproximacion de Arquimedes 



Por otra parte, la proposicion c) se traduce en simbolos como 


223 _ o , 10 . ^ . o , 1 

— 3 + — <tt<3 + — 

71 71 7 


22 

7 


Cualquiera de los extremos de esta doble desigualdad es una aproximacion para tt. 


223 

71 


< n < 


22 

7 


Usando decimales de las desigualdades anteriores, obtenemos 


3.140845070 <t r < 3.142857143 


La desigualdad de su proposicion c), nos revela el hecho de que Arquimedes sabia muy bien 
que solo se pedia aspirar a tener aproximaciones de tt v no su valor exacto. Algunos pueden no 
estar de acuerdo con esta apreciacion, pero Arquimedes era un genio, el descubrimiento y las 
demostraciones de muchisimas de sus proposiciones dan cuenta de ello. Si tt hubiese sido un 
numero racional, es seguro que Arquimedes lo hubiera sabido y calculado. No es exagerado 
considerar a Arquimedes como el padre de tt, fue un protagonista importantisimo en la historia 
de esta constante. 

Como episodio tragico de la historia de tt, podemos citar aquel que se relaciona con la 
muerte de Arquimedes, quien nacio en Siracusa, Sicilia, en el ano 287 a.C. Arquimedes pudo 
haber tenido un cargo importante por su parentesco con Hieron II, rey de Siracusa, sin embargo 
decidio dedicarse a la ciencias, estudiando en la universidad de Alexandria con los descendientes 
academicos de Euclides o quiza con Euclides mismo. Segun Plutarco, historiador y biografo 
griego, autor de Vidas paralelas, Arquimedes ofrecio sus servicios al Rey Hieron para la defensa 
de su ciudad natal ante la invasion del general romano Marcelo. Arquimedes invento las famosas 
catapultas y juegos de lentes y espejos con los que hundia y quemaba con los rayos solares 
las naves de los agresores. Sin embargo, los habitantes de Siracusa, quienes se sentian protegi- 
dos con la gran maquinaria de guerra de Arquimedes, descuidaron su defensa, por lo que los 
romanos ocuparon la ciudad. Narra Plutarco que estando Arquimedes reflexionando sobre al- 
gunas figuras geometricas, fue sorprendido por un soldado que le exigio lo acompanara con 
Marcelo, a quien seria entregado. Arquimedes le pidio al soldado que le diera tiempo mientras 
encontraba la solucion del problema, a lo que el soldado enfurecido le respondio clavandole su 
espada para herirlo de muerte. Con este suceso se puso fin a la vida del gran genio Arquimedes. 
Marcelo despidio con desprecio al soldado que dio muerte a Arquimedes y cuenta Plutarco que 
busco a los familiares de Arquimedes para tratarlos con aprecio y distincion. 
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1.9.1 Formulas notables para 77 y el calculo de sus decimales 

Una etapa importante en la historia de tt, la constituye el periodo cuando se desarrollaron 
los metodos de analisis matematico para llevar a cabo calculos aproximados de tt. Los recursos 
analiticos de los que disponian los calculadores de tt, o que desarrollaron ellos mismos, fueron 
series y productos infinitos, relaciones trigonometricas y fracciones continuas. A continuation 
citamos algunos ejemplos de estas formulas, as! como el numero de decimales que los autores 
obtuvieron. Los lectores interesados en obtener mas information al respecto, pueden consultar 
una serie de tres articulos dedicada a dar cuenta de estos acontecimientos, "The chronology of 
pi", de Herman C. Schepler, publicados en la revista Mathematics Magazine, en 1950. 

A partir de aqui, haremos un recuento de las formulas notables para tt, siguiendo una se- 
cuencia cronologica. 


1579. 


Francois Vieta (1540-1603), matematico trances, fue el primero en usar un producto 
infinito 


2 

K 




Siguiendo el metodo griego, considera poligonos con 6 • 2 16 = 393,216 lados y calcula 
nueve decimales correctos de tt — 3.141592653. 


1650. John Wallis (1616-1703), matematico ingles, obtiene la interesante expresion 

n = 2-2-4-4-66-8- 8- 
2 1 ■ 3 • 3 ■ 5 ■ 5 -7 -7 ■ 9- 

y la fraction continua 


n = 


1 + 


2 + 


2 + 


25 


2 + 


49 


2 + 


1668. James Gregory (1638-1675), matematico escoces, aplica la serie de potencias 


X 3 y*7 


arctan x — x — — + — - — H — 
3 5 7 


y haciendo x = 1, obtiene la serie 



1 1 

+ --- + • 
5 7 


(Estudiaremos la funcion arctan x mas adelante.) 


1673. Esta serie tambien es descubierta de manera independiente por el filosofo, abogado y 
matematico aleman Gottfried Wilhelm von Leibniz, quien tambien escribe dicha serie 
como 

111 1 

+ + + 

3X5 7X9 11 X 13 15 X 17 


- = 1 - 2 
4 


+ ••• 
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1690. 

Abraham Sharp (1651-1742), matematico ingles, calcula tt con 72 decimales, resultan 
correctos 71. Este valor se obtiene mediante la serie del arctan x, tomando x = , la 

cual da 

n \ Tr 1 1 1 1 

1 — + — + 

6 V 3 L 3-3 3 2 -5 3 3 -7 3 4 -9 J 

1706. 

John Machin (1680-1752), de nacionalidad inglesa, usando la formula 

K A 1 1 

— = 4 arctan — — arctan 

4 5 239 

y la serie de potencias para arctan x, obtuvo 100 decimales correctos de tt. 

1776. 

Hutton (1737-1823), nacido en Inglaterra, sugiere usar las formulas 

;r 1 1 

— = arctan — + arctan — 

4 2 3 

y 

n r 1 3 

— = 5 arctan — + 2 arctan — 

4 7 79 

1779. 

Leonhard Euler (1707-1783), de origen suizo, obtiene la formula 

n = 20 arctan 1 + 8 arctan 

7 79 

1841. 

William Rutherford, de nacionalidad inglesa, usa la formula 

n A 1 1 1 

— = 4 arctan — — arctan — + arctan — 

4 5 70 99 

Rutherford calcula 208 decimales de tt, de los cuales 152 resultan correctos. 

1844. 

Zacharias Dase (1824-1861), de Alemania, usa la formula 

Kill 
— = arctan — + arctan — + arctan — 

4 2 5 8 

para calcular 205 decimales tt, de los cuales 200 resultan correctos. 

1847. 

Thomas Clausen (1801-1885), de Alemania, usa la formula 

n „ 1 1,1 1 

— = 2 arctan — + arctan — = 4 arctan — — arctan 

4 3 7 5 239 

para calcular 250 decimales tt, de los cuales 248 fueron correctos. 

1853. 

William Rutherford, de origen ingles, calcula 440 decimales de tt, todos correctos. 


1873. William Shanks (1812-1882), matematico ingles, usando la formula de Machin, calcula 
707 decimales correctos. 
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1945. Ferguson descubre que hay errores a partir del decimal 528 de los 707 decimales que 
calculo Shanks en 1873. 

1946. Ferguson publica 620 decimales. 

1947. Ferguson, con la ayuda de una calculadora electronica, encuentra 808 decimales. 

1949. Con la ayuda de una computadora ENIAC, de la Armada de los Estados Unidos de 
America, Ferguson calculan 2 035 decimales. El calculo le lleva 70 horas, mientras que 
a Shanks le tomo 15 anos hacer sus calculos, para que de los 707 decimales, resultaran 
correctos solo 527. 

1955. La computadora NORC es programada para calcular 3 089 decimales. 

1957. La computadora Pegasus, en Londres, calcula 7 480 decimales. 

1959. La IBM 704, instalada en Paris, Francia, calcula 7 480 decimales. 

1961. La IBM 7090, instalada en Nueva York, calcula 100000 decimales. 

1966. Con la IBM 7030, instalada en Paris, es posible calcular 250 000 decimales. 

1967. Con la CDC 6 600, en Paris, se calculan 500 000 decimales. 

1973. Con la CDC 7 600, se calculan 1 001 250 decimales. 

1986. Con una CRAY 2, se calculan 29 millones de decimales. 

1989. Con la IBM 3 090, se calculan un 1 000 millones de decimales. 

2002. Con una Hitachi SR8000/MP, se calculan 1.2 trillones de decimales de tt. 

En esta epoca moderna, de poderosos avances en la tecnologia, aplicados a los equipos de 
computo, se han podido calcular varios miles de millones de cifras decimales de tt. Hoy en dia, 
ademas de contar con una gran cantidad de relaciones matematicas que nos permiten calcular 
tt, tambien disponemos de poderosas computadoras de escritorio o portables, con las cuales es 
posible, desde nuestra propia casa, calcular 10000 decimales de tt en alrededor de un segundo y si 
somos pacientes y estamos dispuestos a esperar 90 segundos podemos calcular 100000 decimales. 
Por supuesto, con las supercomputadoras actuales es posible calcular varios miles de millones de 
decimales. 


1.9.2 Fechas notables sobre tt 

1706. El matematico ingles William Jones (1675-1749) usa por primera vez la letra tt para 
designar la razon de la circunferencia de un circulo a su diametro. 

1766. El fisico, matematico y astronomo aleman Johann Heinrich Lambert (1728-1777) prueba 
que tt es irracional. 
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1794 . El matematico frances Andrien Marie Legendre (1752-1833) utiliza en su libro Elements 
de geometrie el simbolo tt para representar la razon de la circunferencia al diametro. 
Este es el primer libro de texto frances en el que se usa tt de forma regular; en el apa- 
rece una prueba de la irracionalidad de tt y de tt 2 . 

1882 . El matematico aleman Ferdinand Lindemann (1840-1909) prueba que tt es trascen- 
dente, es decir, no es raiz de ninguna ecuacion algebraica con coeficientes enteros. 

Desde 1766 se sabe que tt es un numero irracional, lo que en particular significa que su 
expansion decimal es infinita no periodica, asi que los intentos por conocer cada vez mas de- 
cimals no partieron de obedecer al hecho de determinar algun periodo, al menos no para los 
matematicos enterados. Sin embargo, todavia hacia finales del siglo xix hubo quienes afirma- 
ban que habian encontrado el verdadero valor racional de tt. Quiza, hoy en dia, todavia haya 
quienes, esperando que Lindemann se haya equivocado y buscando la inmortalidad, intenten 
probar que tt es racional o al menos algebraico. 

Usando tecnicas del analisis matematico, se puede probar que la posibilidad de que tt sea 
algebraico, equivale a que es posible cuadrar el circulo, es decir, dado cualquier circulo es posi- 
ble construir con regia y compas un cuadrado con la misma area del circulo dado. Por tanto, 
dado que en 1882 Lindemann demostro que tt no es algebraico, tenemos una prueba indirecta 
de que es imposible cuadrar el circulo. Este es uno de los famosos problemas griegos que perma- 
necio mas de 2 000 anos sin resolver. Aun asi, es probable que hoy en dia haya quienes busquen 
cuadrar el circulo, como dijo H. Schubert en su libro The squaring of the circle (en espanol. 
La cuadratura del circulo ): "la raza de los cuadradores de circulos no morira en tanto la ignorancia 
y el deseo de gloria permanezcan unidos". 


1.9.3 Una definicion analitica de 77 


Hasta ahora solo tenemos una definicion geometrica de tt. Una definicion aritmetica, o mas 
bien, analitica requiere de conceptos que van mas alia de la aritmetica elemental y requiere del 
concepto de limite, el cual pertenece al terreno del calculo. A reserva de establecer con toda la 
precision y el rigor matematico que corresponde a un censo de calculo universitario, lo cual ha- 
remos en el capitulo 4, en este momento analizaremos las ideas principals que permiten definir 
tt analiticamente. Consideremos el circulo unitario y el poligono regular de n lados inscrito en 
este circulo. Sea l n la longitud del lado. El perimetro del poligono es entonces P n = nl n . A par- 
tir de este poligono regular de n lados, es facil construir el poligono regular inscrito de In 
lados. Para cada lado tracemos el radio del circulo que pasa por su punto medio. De esta mane- 
ra, determinamos puntos sobre el circulo que, aunados con los vertices del poligono origi- 
nal, constituyen los vertices de un nuevo poligono inscrito de 2 n lados, como se muestra en la 
siguiente figura 



hn 

In 
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Calculemos la longitud l 2n del lado del poligono de 2 n lados en terminos de la longitud l n del 
lado del poligono de n lados. En la figura anterior, A ABD es un triangulo rectangulo con hipote- 
nusa AB = 2. Calculemos el area del triangulo A ABD de dos maneras. La primera de ellas es 
tomando como base el cateto AD y altura el otro cateto que es Z 2n ; en este caso, el area esta dada 
por \ (. AD)l ln . Ahora bien, si tomamos como base la hipotenusa AB = 2, la altura sera la longi- 
tud del segmento DE , que es igual a \l n , y el area estara dada por \{2)^ = . A1 igualar estas 

dos expresiones para el area, obtenemos 


5< /iD ) , 2, = K 

(ad)L = K 

Por otra parte, del teorema de Pitagoras se sigue que 

AD = V 4 - l l. 


de donde obtenemos 



La formula anterior nos permite calcular el lado l n del poligono de n lados cuando se co- 
noce el lado del poligono de 2 n lados. Nosotros requerimos el lado l 2n en terminos del lado l n , 
asi que despejaremos l 2n de la relacion anterior que es una ecuacion cuadratica en l 2n : 


4(4 - It) = / 


2 

n 


/ 4 

2 n 


K 


+ V = 0 


Resolviendo esta ecuacion, tenemos 

4 ± V 16 - K 

2 

4 ± 2 Jl - Z 2 
2 

2 ± Ji - T 2 

V n 

Para elegir el signo correcto, notemos que el lado l 2n no puede ser mayor que , pues el 
cuadrado inscrito precisamente tiene por lado \fl . 


I 2 = 

Ztt 


l 2 

l 2n 


l 2 = 

l 2n 
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Asi que la longitud de lado de cualquier poligono con mayor numero de lados, es menor 
que V2 . Por tanto, en la formula anterior debemos elegir el signo negativo. O sea 

Z = J2 - J4 - l 2 

2n \ v n 

De esta formula podemos obtener, por ejemplo, el lado del octagono inscrito a partir del 
cuadrado cuyo lado mide yfl : 


h = f Z 1^% 

l s = yfl - V4 - 2 
l s = V2 - V2 


El lado del dodecagono inscrito lo obtenemos a partir del hexagono cuyo lado mide 1: 

h 2 = V 2 - 

Z 12 = V2 - V4 - 1 
Z 12 = V2 - V3 

Por otra parte, de la formula l 2n yji ~ l\ n = l n , podemos obtener el lado del pentagono a par- 
tir del lado del decagono, el cual mide 

r = 75 ~ 1 

bo 2 

La ob tendon de este ultimo se deja como ejercicio para el lector. 

Para obtener la longitud del lado del pentagono, observemos primero que 


/ 


2 

10 


3 - 75 

2 


y 

7 


De esta forma 


l 2 = 4 

bo 




5 + 45 


Por tanto, la longitud del lado del pentagono esta dada por 


l 


5 


45 - 1 / s + V 5 
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Pero 


(75 - 1)75 + 75 = (75 — 1)V(75 + 1)75 

= 775 - l775 - 1^(75 + 1)75 
= 775 - 1^(75 - i)(75 + 1)75 

= 775 - 1VW5 
= 2775 - lV75 

= 275 - 75 


De donde obtenemos finalmente 


/ 


5 



5 + 75 


Esta es la longitud del lado del pentagono inscrito en el circulo de radio 1. 

Retornemos al cuadrado inscrito en el circulo unitario cuyo lado es Z 4 = V 2 . A partir de 
este cuadrado y por el metodo de biseccion de los lados, generamos los poligonos con numero 
de lados 2, 4, 8. . . Estos numeros son de la forma 2 n . Aplicando recursivamente la formula 


l 2n = 1 J 2 - ^4 - l 2 n , obtenemos las longitudes de los lados correspondientes: 


h = 72 
/ 8 = 72-72 

l 16 = V 2 - V 4 - *8 = ^2 - V4 - (2 -IT) = {2 - 72 + 72 

l 32 = ^2 - V 4 - Z i 2 6 = ^2 - ^4 - (2 - 72 + 72) = ^2 ~ + 72?^! 


Se puede probar que en general se tiene 


l 

2" 




n-2 raices encajadas 


Asi que el perimetro del poligono de 2 n lados esta dado por 


P =2”/ = 2” 2 - J 2 + J 2 + 7- + 72 

2 W 2 W 4 v ' 

^ n— 2 raices encajadas 

Cuando n es grande, este perimetro se aproximara al perimetro del circulo unitario que 
definimos como 277 (definicion de 7 r). Como el limite geometrico de estos poligonos es el circulo 
unitario, diremos que el limite estos perimetros es 277 y escribimos: 
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Km R = lim2" 2 - J 2 + ^2 + J... + V2 = 2tz\ 

W — 41 C v / 

V n— 2 raices encajadas 

En el capitulo 4 precisaremos el concepto de limite; por el momento es suficiente con tener 
una idea intuitiva del mismo, aunque el ejemplo sirve para motivar y mostrar la necesidad de 
este concepto. 

Asi que podemos adoptar como definicion aritmetica del numero tt el limite anterior, o mejor 
aun: 

Definicion. El numero tt es el siguiente limite. 


n = lim2 M 

n — >oo 




n - 1 raices encajadas 


A titulo de resumen presentamos las definiciones de los numeros e, tt y y: 


e = lim| 1 + — 
n 


n = Km2" (2 - y2 + \jl + >/... + V2 

n-1 raices encajadas 

7 = Kml 1 + ^- + 1- + t + ”- + — - logn 

' •• - 1 2 3 4 n & 


En el capitulo 4 desarrollaremos, tambien, la teoria sobre sucesiones, con la cual probare- 
mos que efectivamente existen estos limites. Ahora solo baste presentar valores aproximados de 
estos numeros: 


e - 2.718281828 
tt - 3.141592653 
7 « 0.5772156649 

Para finalizar esta seccion dedicada a la historia de tt, comentaremos sobre un episodio que 
pudiera parecernos chusco o divertido. Se refiere a Edward Johnston Goodwin, fisico y matematico 
aficionado, quien vivia en una pequena ciudad del condado de Posey, estado de Indiana, Estados 
Unidos de America, y publico en The American Mathematical Monthly, hacia 1894, un articulo con 
el titulo "Cuadratura del circulo". En este, Goodwin obtuvo el valor 3.2 para tt, por lo cual aclara 
que habia registrado su valor de 3.2 en los registros de propiedad intelectual de Estados Unidos 
de America, Gran Bretana, Alemania, Francia, Espana, Belgica y Austria. 

Lo interesante de este caso es que en 1896 Goodwin se reunio con Taylor I. Record, represen- 
tante del condado de Posey en el parlamento estatal de Indiana, para pedirle que llevara un 
proyecto de ley ante la Camara Baja, la camara de representantes de Indiana, con lo cual intentaba 
que se legislara el valor de tt, que el habia descubierto, con el fin de ofrecerlo como una contribu- 
cion a la educacion y para que este resultado fuese utilizado sin costo alguno para el estado de 
Indiana. De esta forma, el resto de los estados deberian pagar los derechos de autor. El 18 de 
enero de 1897, Taylor presento a la Camara el "Proyecto de ley que introduce una nueva verdad 
matematica". Copias de este se conservan en la division de archivos de la biblioteca estatal de 
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Indiana. El texto completo tambien fue reimpreso en un articulo de Edington, E., en el Proceedings 
of the Indiana Academy of Sciences, vol. 44, pp. 206-210, publicado en 1935. 

Despues de pasar por el comite de tierras humedas (algo extrano) y por el comite de educacion, 
el proyecto fue turnado, por este ultimo, a la Camara Baja para su aprobacion. El proyecto fue 
aprobado el 5 de febrero de 1897, por 67 votos a favor y ninguno en contra. 

Cinco dias despues, como muestra de la gran eficiencia los legisladores, el proyecto de ley 
es remitido a la Camara del Senado, con la recomendacion de que se aprobara la ley. Por for- 
tuna, mientras la Camara Alta consideraba ese proyecto, coincidio que el profesor C. A, Waldo, 
catedratico de matematicas en la universidad de Purdue, quien casualmente estaba en la camara 
por un asunto de la universidad, quedo sorprendido al descubrir que ese mismo dia se iba a 
debatir un proyecto de ley sobre un tema matematico. 

En un articulo que escribio despues, Waldo comento: "Un exprofesor del este de Indiana de- 
cia: — El caso es muy simple. Si aprobamos este proyecto de ley que establece un nuevo y correc- 
to valor de 7r, el autor ofrece a nuestro estado, sin costo alguno, el uso de su descubrimiento y 
su libre publicacion en nuestros libros de texto escolares, mientras que todos los demas estados 
deberan pagarle derechos de autor". 

El proyecto fue aprobado en una primera instancia en el Senado, pero despues de que el pro- 
fesor Waldo se entrevisto con algunos senadores, este organo, en una segunda instancia, acordo 
posponer la discusion para una nueva sesion. A la fecha, este proyecto de ley esta pendiente en la 
agenda del Senado del Estado de Indiana. 


Desigualdades 

Algunas propiedades de los numeros reales relacionadas con las desigualdades son fundamen- 
tals para el calculo, pues con frecuencia se aplican en el estudio de funciones. La relacion 
a < b, que tambien se escribe b < a, significa que b - a es un numero positivo. Es importante 
recordar esta interpretacion de la desigualdad, pues varias de las propiedades de las desigual- 
dades se recuerdan con facilidad cuando se usa este hecho. 

Dentro de las propiedades sobre desigualdades destacan: 

• Si a ambos miembros de una desigualdad se adiciona un mismo real, sea positivo o nega- 
tivo, la desigualdad se preserva. Con simbolos esta propiedad se escribe: 

Si a < b, entonces a + c < b + c para cualquier numero c. 

• Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican por un mismo numero positivo, la 
desigualdad se preserva. En simbolos se escribe: 

Si a < b y c es cualquier numero positivo, entonces ac < be. 

• Si ambos miembros de una desigualdad se multiplican por un mismo numero negativo, la 
desigualdad se invierte. En simbolos se escribe: 

Si a < b y c es cualquier numero negativo, entonces ac > be. 

Estas propiedades permiten, por ejemplo, comparar las funciones f(x) = x 2 , g(x) = x 3 y 
h(x) = x 4 en el intervalo 0 < x < 1 y para 1 < x. 
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Si x > 0, entonces podemos multiplicar por x ambos miembros de la desigualdad x < 1, sin 
que se altere el orden de la desigualdad. Multiplicando sucesivamente obtenemos 

x < 1 

X 2 < X 
X 3 < X 2 
X 4 < X 3 


Por otra parte, si partimos de la desigualdad x > 1, obtenemos 

x > 1 

X 2 > X 

X 3 > X 2 
X 4 > X 3 

La interpretacion geometrica de las desigualdades anteriores se ilustra con las siguientes 
graficas 



Una propiedad importante que se deduce de las antes enunciadas, es la siguiente 


Siayb son numeros positivos tales que a <b, entonces , < 


Esta propiedad se prueba multiplicando por ambos miembros de la desigualdad a < b. 

\ 

Una consecuencia de la propiedad anterior es que la funcion F(x) = — es decreciente para 

11 X 

x > 0. En efecto, si x 1 < x 2 , entonces — < — , pero esto significa/(x 2 ) </(x 1 ). 

% 2 
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Los numeros reales. 

Una reflexion 

Los numeros enteros nos permiten medir segmentos cuyas longitudes son multiplos enteros de 
una unidad dada (las mediciones son relativas a una unidad convenida). 

1 unidad 



n unidades 

Por otra parte, los numeros racionales nos permiten medir segmentos cuyas longitudes son 
multiplos enteros de la unidad, mas fracciones de la unidad. 

1 unidad Division en q partes 

I — I KmH 


^ — I — I — I — I — I — fttH 


n unidades v _L 

Desde un punto de vista practico, se puede decir que para resolver los problemas de medi- 
cion de longitudes son suficientes los numeros racionales; pero, desde un punto de vista teorico, 
estos son insuficientes. Por ejemplo, los griegos ya sabian que para cualquier eleccion de la uni- 
dad de longitud, era imposible medir la hipotenusa de cualquier triangulo rectangulo de catetos 
iguales y cuyas longitudes fuesen un numero entero n de unidades. Esta imposibilidad se da, 
aun considerando las fracciones enteras de la unidad, es decir, aun considerando los numeros 
racionales. 
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Ahora, nuestro sistema de numeros nos permite asignar el valor -Jin a la longitud de la hi- 
potenusa. Como podemos intuir, hay una infinidad de segmentos cuya longitud no es posible 
medir utilizando solo numeros racionales. Por ejemplo, la hipotenusa del triangulo rectangulo 
cuyos catetos son 1 y 2, tampoco se puede medir usando solo racionales; con nuestro sistema 
de numeros, ahora decimos que la hipotenusa mide . En general, para medir cualquier seg- 
mento es necesario acudir a los numeros reales, con los cuales es posible hacerlo. Esta es una de 
las principales virtudes de los reales: nos permiten medir la longitud de cualquier segmento 
de recta. 


O A 

Otra manera de expresar esta propiedad, es diciendo que es posible poner a los numeros reales 
en correspondencia con todos los puntos de la recta infinita. Esto no ocurre con los numeros ra- 
cionales, ya que estos no se pueden poner en correspondencia con los puntos de la recta infinita. 

Cuando ubicamos los racionales en la recta infinita, es decir, cuando asignamos todos los 
racionales a los puntos de la recta, quedaran una infinidad de puntos sin asignarseles algun ra- 
cional. Es aqui donde entran los irracionales, con los cuales se completa la asignacion y quedan 
cubiertos todos los puntos de la recta. En este sentido, los numeros reales (racionales e irracio- 
nales) son un sistema completo. Ademas de que los reales son suficientes para cubrir todos 
los puntos de la recta fisica, ocurre tambien que no queda un real sin ser asignado. En esta 
asignacion, se agotan los puntos de la recta y se agotan los numeros reales. Esto es lo que se 
quiere expresar cuando se dice que los reales se ponen en correspondencia con los puntos de la 
recta. En matematicas se dice que los reales y los puntos de la recta se ponen en corresponden- 
cia uno a uno. 

Si todos los racionales los asignamos a puntos de la recta, habra una infinidad de puntos de 
la recta que no tengan algun racional asignado, un hecho que resulta dificil de comprender es 
que esta infinitud es mayor que la de puntos de la recta a los cuales se les han asignado los ra- 
cionales. Con base en la teoria de los "numeros infinitos", desarrollada por el famoso matematico 
aleman George Cantor, no todos los infinitos son iguales; hay unos mas grandes que otros. Des- 
de el punto de vista de esta teoria, la cantidad infinita de irracionales es mayor que la cantidad 
infinita de racionales, que son los numeros que mejor conocemos. En este sentido, se puede 
decir que hay mas irracionales que racionales. 

Siendo la infinitud de los irracionales mayor que la de los racionales, surge una interesante 
pregunta: ^que son los numeros irracionales?, la cual nos lleva a otra: ^que son los numeros rea- 
les? No obstante que hay una infinidad de numeros irracionales, apenas conocemos algunos de 
ellos. Ademas, carecemos de una definicion de los numeros reales, a nos ser la de las expansio- 
ns decimales. Pero, requerimos una definicion de otra naturaleza, pues muchos de los nume- 
ros irracionales que hemos ido conociendo, no se nos presentaron a traves de sus expansiones 
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decimales. La aritmetica con los reales no la llevamos a cabo usando las expansiones decima- 
les, por cierto, infinitas. Ademas, aun no hemos precisado el concepto de expansion decimal, ni 
mucho menos tenemos reglas aritmeticas para operarlas. 

La expansiones decimales son una representation de los reales; en la practica nos auxilia- 
mos de expansiones decimales finitas para llevar a cabo calculos aritmeticos, pero las expansio- 
nes decimales finitas son aproximaciones de los reales. 

Si hacemos una reflexion sobre como es que adoptamos los numeros reales y trabajamos 
con ellos, llegaremos a la conclusion de que aceptamos su existencia casi por decreto. Vale de- 
cir que asumimos su existencia y que operamos con ellos a traves de sus propiedades, mismas 
que aceptamos como postulados. Esta es la conception sobre los numeros reales que adopta en 
este libro. 


1.11.1 A manera de resumen 

Los numeros reales constituyen un conjunto de objetos dotados de las mismas propiedades arit- 
meticas o algebraicas que los numeros racionales. Los reales tambien gozan de las propieda- 
des de las desigualdades, como las que tienen los racionales. Sin embargo, los reales tienen la 
ventaja sobre los racionales de que son suficientes para asignarlos a todos los puntos de la recta 
infinita. A cada punto de la recta infinita, le queda asignado un numero real y no hay reales 
que no sean asignados; en esta asignacion se agotan, simultaneamente, puntos y reales. La recta 
interpretada asi, la llamaremos recta real. Entonces, la recta real es una recta fisica ideal que tiene 
asignado un numero real a cada uno de sus puntos. Los reales "cubren" toda la recta. Debido a 
que esta es un objeto fisico idealmente continuo, diremos que los reales son un sistema conti- 
nuo de numeros. Una respuesta // simple ,/ , pero profunda, a la pregunta ^que son los numeros 
reales?, es: 

El sistema de los numeros reales es un campo ordenado continuo. 

Cuando se dice que el sistema de los numeros reales es un campo, se quiere decir que la 
suma y la multiplicacion entre ellos tienen propiedades algebraicas, como las tienen la suma y 
la multiplicacion de los racionales. Cuando se dice que el campo de los reales es ordenado, se 
quiere decir que en este existe el concepto de desigualdad con todas las propiedades antes 
expuestas y, finalmente, cuando se dice que es un campo ordenado continuo, podemos entender, 
por el momento, que es posible poner los reales en correspondencia uno a uno con los puntos de 
la recta fisica, que idealmente es un continuo, lo que significa que idealmente no tiene interrup- 
ciones o agujeros. En el capitulo 4, expresaremos en terminos puramente aritmeticos (no geome- 
tricos) lo que significa que los reales sean un continuo. 


Valor absoluto 

El valor absoluto desempena un papel muy importante en el calculo diferencial; por ejemplo, 
nos permite cuantificar la proximidad que pueden tener dos numeros, la cual llamaremos distan- 
cia entre los numeros. La notion de distancia entre numeros es la base para hablar de limites, lo 
cual, a su vez, es fundamental para el importantisimo concepto de derivada. El valor absoluto de 
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un numero real x, positivo o negativo, es el numero desprovisto de su signo; en terminos precisos, 
lo definimos como sigue. 

Definicion 

El valor absoluto de un real x, que denotaremos por \x\, es 

I | _ J x si x < 0 

II {x si x > 0 


Porejemplo |3| = 3, | — 5.1 1 = 5.1. 

Observemos que el valor absoluto de un numero es no negativo, de hecho, a excepcion de 
x = 0, el valor absoluto |x| siempre es positivo. De esto se sigue que 

x < Ixl 


para todo real x. 

Tambien se sigue directamente de la definicion que 

|x 2 | = x 2 y | x | 2 = x 2 


para todo real x. 

Por otra parte, tenemos que si b es un numero real y r es un numero positivo, la condicion 
\b\ < r significa —r<b<r. Esta equivalencia entre ambas expresiones la utilizaremos mas 
adelante. 

A continuacion establecemos algunas de las propiedades mas importantes del valor ab- 
soluto. 

Teorema 

El valor absoluto tiene las siguientes propiedades: 

1. Para todo real x se tiene |x| > 0. Ademas, |0| = 0 y 
|x| = 0. 

2. Para todo real x, se tiene | — x| = |x|. 

3. Para cualesquiera reales x, y, se tiene |xy| = |x||y|. 

x 

4. Para cualesquiera reales x, y, con y + 0, se tiene — = 

y 

5. Para cualesquiera reales x, y, se cumple la desigualdad |x + y < |x| + |y|, conocida como 

desigualdad del triangulo. 

Demostracion 

Los incisos 1 y 2 son obvios, razon por la cual demostremos los demas incisos (3, 4 y 5). 

Prueba del inciso 3. Supongamos x S: 0 y y > 0. Entonces, tenemos \xy\ = xy. Ademas, tam- 
bien tenemos \x\ = x y \y\ = y. Por tanto, en este caso \xy\ = xy = |x||y|. Supongamos ahora 
x < 0 y y ^ 0. En este caso, tambien \xy\ = xy, pues xy > 0. Por otra parte, \x\ = —xy \y\ = -y, de 
donde |x| |y | = (— x)(— y) = xy. Por tanto, tambien tenemos |xy| = xy = |x| |y |. Para completar todos 


x = 0 es el unico real x que cumple 


\y\ 
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los casos supongamos uno de los dos x o y mayor o igual a cero y el otro negativo, por ejemplo 
x > 0 y y < 0. En este caso tenemos |xy| = — xy = x(— y) = |x| |y|. Esto prueba el inciso 3. 

La prueba del inciso 4 es similar a la anterior y se deja como ejercicio para el lector. 

Prueba del inciso 5. Por una parte, tenemos 

I* + y\ 2 = (x + y) 2 

= x 2 + 2xy + y 2 
= |x| 2 + 2 xy + |y| 2 


Ademas, como xy < |xy| = |x||y| tenemos 


De donde obtenemos 


|x| 2 + 2 xy + |y| 2 < |x| 2 + 2|x||y| + |y| 2 

= (M + lyl ) 2 


|x + y| 2 < (|x| + |y|) 2 


Como |x + y| > 0 y |x| + |y| > 0, podemos concluir 

|x + y| < |x| + |y| 

Esto prueba la desigualdad del triangulo, con lo cual, por tanto, completamos la demostracion 
del teorema. 


|x| = 

Dado un numero real, hemos definido su valor absoluto |x| como el real mismo si es positivo 
o cero y como — x si x es negativo. Una alternativa para esta definicion es 

Ixl = 


Esto es posible debido a que se conviene en matematicas que para todo real a > 0, el simbolo 
Va representa la raiz positiva de a. Si bien, todo real positivo a tiene dos raices cuadradas, el 
simbolo Va representa solo la raiz positiva, asi que las dos raices son -Ja y — Va . En forma breve, 
las dos raices se escriben ± Va . 

Usando la formula |x| = Vx^, podemos abreviar algunas demostraciones; por ejemplo, te- 


xy\ = '[(xyY 


X 


nemos 
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Tambien tenemos 



2 




\y\ 



Intervalos, vecindades y distancias 


1.13.1 Diver sos tipos de intervalos 

Para el estudio de las funciones, con frecuencia recurriremos a los intervalos que son subconjun- 
tos de los reales. Los hay de diversos tipos, algunos de los cuales son de especial importancia en 
el analisis de las funciones. A continuation describimos las diferentes clases de intervalos. 

• Si a y b son dos numeros reales con a <b, e 1 intervalo abierto (a, b ) consiste de todos los 
reales x que satisfacen a < x <b. 

• Si a es un numero real, el intervalo abierto (a, +o°) consiste de todos los reales x que 
satisfacen a < x. 

• Si b es un numero real, el intervalo abierto (— °°, b) consiste de todos los reales x que 
satisfacen x < b. 

• Si a y b son dos numeros reales con a < b, el intervalo cerrado [a, b] consiste de todos los 
reales x que satisfacen a < x < b. 

• Si a es un numero real, el intervalo cerrado [a, +°°) consiste de todos los reales x que 
satisfacen a < x. 

• Si b es un numero real, el intervalo cerrado (— oo, b] consiste de todos los reales x que 
satisfacen x < b. 

• Si a y b son dos numeros reales con a < b, los intervalos semiabiertos o semicerrados, 
[i a , b) y (i a , b\, estan definidos, respectivamente, por las desigualdades a < x < b y 
a < x < b. 

Observemos que un intervalo cerrado de la forma [a, a] consiste solo del punto a. Algunas 
veces, hablaremos del intervalo abierto (a, a), lo cual significa el conjunto vacio. Estos interva- 
los los llamaremos intervalos degenerados. 

Ahora veamos el concepto de distancia entre dos reales. Si x y y son dos numeros reales, el 
valor absoluto de su diferencia |x - y|, representa, de manera geometrica, la distancia entre los 
puntos de la recta real correspondientes a los reales x y y, respectivamente. La distancia es entre 
los puntos, los cuales son entes geometricos, pero tambien vamos a referirnos a |x — y\ como la 
distancia entre los reales x y y. 
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Definition 

Si x y y son dos reales cualesquiera, la distancia de x a y se define como |x — y\. 

En el siguiente teorema establecemos una de las propiedades mas importantes del concepto 
distancia. 

Teorema 

Para cualesquiera reales x, y, z se cumple la desigualdad 

\x - y\ < \x — z| + z - y\ 

Esta desigualdad es conocida como desigualdad del triangulo para la distancia. 
Demostracion 

La prueba se sigue inmediatamente de las propiedades del valor absoluto: 

\x-y\ = \(x - z) + (z - y)\ 

< \x — z| +|(z — y\ 

1.13.1.1 Intervalo abierto con centro * 0 y radio r > 0 

Sean x 0 un numero real cualquiera y r > 0. El intervalo abierto con centro x 0 y radio r > 0 es el 
intervalo (x 0 — r, x () + r), que consiste de todos los reales x que satisfacen la desigualdad 

x 0 -r<x<x 0 + r 

Esta desigualdad tambien se escribe 


-r < x - x 0 < r 


la cual equivale a la desigualdad 


\x - x 0 | < r 

Entonces tenemos que el intervalo abierto (x 0 — r, x 0 + r) con centro x 0 y radio r > 0 con- 
siste de los puntos x que satisfacen la desigualdad \x — x 0 | < r. En otras palabras, consiste de 
los puntos x cuya distancia a su centro x 0 es menor que r. 

La equivalencia de las tres desigualdades anteriores es tan importante que merece se con- 
signe en una proposicion. 

Proposicion 

Si x 0 es cualquier real y r es positivo, entonces las siguientes desigualdades son equivalentes en- 
tre si: 

a) x 0 ~r<x<x 0 + r 

b) -r<x-x 0 <r 

c ) |x - x 0 | < r 
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Dicho de otra manera, cualesquiera de las desigualdades anteriores puede usarse para carac- 
terizar los puntos del inter valo (x 0 — r, x Q + r). 

Los intervalos abiertos de la forma (x 0 — r, x 0 + r) son muy socorridos en pruebas de teore- 
mas de calculo, sin embargo, todo intervalo abierto (a, b ) puede verse como un intervalo de esta 

forma, con centro el punto x Q = a + ^ y radio r = ^ a . 


b - a 
2 


a + b 


Para finalizar este capitulo, establecemos el concepto de vecindad de un punto. 

Sea x 0 un numero real, una vecindad abierta de x 0 es cualquier intervalo abierto (a, b ) que lo 
contenga; el punto x 0 no necesariamente es el centro de la vecindad (a, b), aunque ciertamente 
puede serlo. Es una obviedad que cualquier intervalo abierto (a, b ) es una vecindad abierta de 
cualquiera de sus puntos. Por ejemplo, el intervalo abierto (0, 1) es una vecindad abierta de 
pero tambien es una vecindad abierta de | y \ . El intervalo abierto (0, 1) es vecindad abierta 
de cualquier real 0 < x 0 < 1. A un intervalo de la forma (x 0 — r, x 0 + r ) le llamaremos vecindad 
abierta con centro x 0 y radio r. Esta terminologla nos ayudara a hacer mas fluidas nuestras 
demostraciones. 
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Problemas y ejercicios 



Numeros racionales 


I. Determine la expansion decimal de los siguien- 
tes numeros. 


1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 


3 

8 

JL 

11 

127 

66 

23 

99 

JL 

16 

JL 

17 

m 


7. ^ con m natural de 2 o menos cifras. 


forma — . 


8. 

1.75 


9. 

5.125 


10. 

1.4142 


11. 

10.1010 = 

10 . 101010 . . . 

12. 

1.75 


13. 

1.4142 = 1.41424142 

14. 

1.4142 


15. 

2.01111 = 

2 . 01111 . . . 

16. 

3.0451818 

= 3.045181818 

17. 

0.101 


18. 

0.03125 


19. 

0.49 



20 . 1.345 

21 . 2.505 


II. Escriba los siguientes numeros racionales en la 
p 

q 


22 . 0.0123456789 

23 . 0.119 


Numeros irracionales 

24. Pruebe que V5 es irracional. 

25. Sabiendo que V5 es irracional, pruebe que 

V5 - 1 

2 es irracional. 

26. Demuestre que es irracional, si p es primo. 

27. Pruebe que si a es numero racional y b es un 
numero irracional, entonces a + b es irracional. 

28. Pruebe que si a es un numero racional diferente 
de cero y b es un numero irracional, entonces el 
producto ab es irracional. 

29. Demuestre con un ejemplo que la suma de dos 
numeros irracionales, no es necesariamente irra- 
cional. 

30. Demuestre con un ejemplo que el producto de 
dos numeros irracionales no es necesariamente 
irracional. 

31. Considere la "ecuacion formal" con un numero 
infinito de radicales 


;Cual es el valor de x? 



